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(a)                                                                (b)  

Figura 1.6. – (a) Corpo humano modelado como um conjunto de alavancas; 
(b) Tesoura constituída por um par de alavancas unidas por um pino. 

O automóvel é, muito provavelmente, o exemplo mais paradigmático de 

uma máquina, do qual fazem parte diversos elementos mecânicos básicos 

(rodas, eixos, limpa-para-brisas, etc.) que atuam de modo independente. 

A figura 1.7. mostra algumas das principais partes que constituem um 

automóvel de motor de combustão interna. De um automóvel fazem parte 

vários mecanismos, tal como, por exemplo, as suspensões, os sistemas de 

transmissão de movimento, entre outros. 

 

Figura 1.7. – Esboço de um automóvel e algumas partes que o constituem. 

Em geral, nas oficinas mecânicas encontram-se as mais variadas máqui-

nas (máquinas elétricas, máquinas-ferramentas, etc.) e mecanismos. Na 

figura 1.8. está representado o limador mecânico, bem como o respetivo 

mecanismo de acionamento. 
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A distância entre os eixos pode ser calculada como 

 2

sen

r
c

β
=  (4.109)  

Depois do pino entrar na ranhura e conduzir a roda, a análise do meca-

nismo de Genebra é equivalente à análise do mecanismo biela-manivela, 

como se ilustra na figura 4.46. 

r2

42

c

2 4

1 1

 

Figura 4.46. – Fase de engrenamento no mecanismo de Genebra. 

A relação entre os ângulos 2 e 4, que representam os ângulos de rotação 

da manivela e da roda, respetivamente, pode ser escrita da seguinte forma 

 2
4

2 2

sen
tg

( / ) cos

θ
θ

c r θ
=

−
 (4.110)  

 

Derivando a equação (4.110) obtém-se a velocidade angular da roda 

 2 2
4 2 2

2 2 2

( / )cos 1

1 ( / ) 2( / )cos

c r θ

c r c r θ
 

−
=

+ −
 (4.111)  

O valor máximo da velocidade angular da roda acontece quando o ângulo 

da manivela é nulo. Desta forma, introduzindo o valor de 2 = 0 na equa-

ção (4.111) vem que 

 2
4 2

2

r

c r
 =

−
 (4.112)  

 

A aceleração angular da roda obtém-se derivando a equação (4.111), em 

ordem ao tempo, resultando 

 
2

2 2 2 2
4 2 2 2

2 2 2

( / )sen [1 ( / ) ]

[1 ( / ) 2( / )cos ]

c r θ c r

c r c r θ
 

−
=

+ −
 (4.113)  
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Na equação (7.20), o termo ( )Rωω   chama-se aceleração centrípeta e 

representa a componente da aceleração na direção radial, ou normal, cujo 

sentido de atuação aponta para o centro da curvatura.  

 

Por seu turno, a parcela Rα  é denominada aceleração tangencial e, tal 

como o próprio nome indicar, representa a componente da aceleração que 

é tangencial à trajetória no ponto P.  

 

Com efeito, a equação (7.20) pode ser reescrita da seguinte forma 

 n t= +A A A  (7.21)  

em que 

 ( )n =  A ω ω R  (7.22)  

 t = A α R  (7.23)  

Os módulos das componentes normal e tangencial da aceleração são da-

dos por 

 
2

n 2 v
a r v

r
 = = =  (7.24)  

 ta r=  (7.25)  

P



r



n

t

Trajetória 
do ponto P

Centro de curvatura

x

y

At

V

An

A

 

Figura 7.3. – Componentes normal e tangencial da aceleração. 

A figura 7.3. mostra as componentes instantâneas da aceleração do ponto 

P, bem como a sua velocidade, quando o centro de rotação coincide com 

a origem do sistema de coordenadas.  
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Derivando as equações (8.185) e (8.186), em ordem a , podem obter-se 

as seguintes expressões 

 
c s

d d
sen 1 sen( )

d d


   

 

 
= − + − − − 

 

Cx
r r  (8.189)  

 
c s

d d
cos 1 cos( )

d d


   

 

 
= − − − − 

 

Cy
r r  (8.190)  

 

Assim, da resolução conjunta das equações (8.184) e (8.188) obtêm-se as 

expressões que permitem determinar as coordenadas cartesianas do perfil 

da came, ou seja 

 

1
22 2

r

d d d

d d d  

−

    
=  +    

     

C C C
A C

y x y
x x r  (8.191)  

 

1
22 2

r

d d d

d d d  

−

    
= +    

     

C C C
A C

x x y
y y r  (8.192)  

em que os valores de xC, yC, dxC/d e dyC/d são dados pelas equações 

(8.185), (8.186), (8.189) e (8.190).  

 

Deve notar-se que os sinais   e  das equações acima escritas represen-

tam os perfis interior e exterior de uma came de atuação positiva, como 

mostra a figura 8.59. 

Perfil interior

Rolete

Circunferência de base

Perfil exterior

 

Figura 8.59. – Perfis interior e exterior de uma came com seguidor de rolete. 
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Com efeito, emergem três grupos distintos de engrenagens, a saber: 

- Cilíndricas, quando os eixos de rotação são paralelos, 

- Cónicas, quando os eixos de rotação são concorrentes, 

- Torsas, quando os eixos de rotação não são complanares. 

(a) (b)                               (c)  

Figura 10.6. – (a) Engrenagem cónica de dentes retos; (b) Engrenagem 
cilíndrica de dentes inclinados, ou helicoidais; (c) Engrenagem cónica 

de dentes curvos, ou espirais. 

Um segundo critério, usado na classificação das engrenagens, é o que se 

baseia na forma dos dentes, existindo três tipos de dentados, a saber: 

- Engrenagens de dentes retos, 

- Engrenagens de dentes inclinados ou helicoidais, 

- Engrenagens de dentes curvos ou espirais. 

 

Finalmente, um terceiro critério de classificação das engrenagens é o que 

considera a posição relativa dos centros instantâneos de rotação. Assim, 

as engrenagens podem ser caraterizadas como sendo exteriores ou interi-

ores, conforme o centro instantâneo de rotação se situe, ou não, entre os 

eixos de rotação das rodas.  

 

Na figura 10.7. está representada uma engrenagem cilíndrica exterior de 

dentado reto e uma engrenagem cilíndrica interior de dentado reto. Em 

geral, as engrenagens interiores possibilitam menores distâncias entre os 

eixos das rodas.  
 

Ao contrário do que acontece nas engrenagens exteriores, nas engrena-

gens interiores as rodas dentadas giram no mesmo sentido. As rodas com 

dentado interior são normalmente utilizadas em sistemas de engrenagens 

planetárias, quando há limitação de espaço, ou quando se pretende prote-

ger os dentes. 
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(e)                             (f)                              (g)                                 (h)

(i)                             (j)                              (k)                                 (l)  
Figura 10.93. – Doze arranjos de trens de engrenagens epicicloidais 

apresentados por Lévai (1966, 1968). 

Os trens epicicloidais são particularmente úteis e interessantes quando se 

pretende obter relações de transmissão elevadas em soluções compactas e 

leves.  
 

Na verdade, para um determinado número de engrenagens, um trem epi-

cicloidal permite obter soluções com uma maior relação de transmissão 

do que aquela que seria possível obter recorrendo a um trem de engrena-

gens normal.  
 

Por outro lado, a posição relativa e o arranjo das rodas nos trens epici-

cloidais proporcionam soluções mais concentradas em torno do eixo 

principal, tornando, por isso, as transmissões mais compactas, mais leves 

e bastante eficientes.  
 

Acresce ainda o facto de a utilização de várias rodas satélites possibilitar 

a distribuição das cargas por mais dentes, sem que o desempenho seja 

demasiado penalizado. Todavia, a análise de trens de engrenagens epici-

cloidais é mais complexa e laboriosa do que no caso de trens normais. 
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Assim, a massa total do conjunto eixo-rodas representado na figura 

12.29. é igual à soma das parcelas anteriormente determinadas, ou seja 

tot 0,0016 0,0098 0,0292 0,0406 kg.m = + + =  

2

Ø
1

0
0

Termoplástico

Ø
2

0

Ø
2

70

2

Aço

Aço

 
Figura 12.29. – Sistema eixo-rodas que constitui o eixo traseiro de um carro. 

De forma análoga à massa, o momento mássico de inércia de um corpo, 

ou de um conjunto de corpos, mede a sua inércia ou resistência ao movi-

mento de rotação. O momento mássico de inércia diz respeito à maior ou 

menor resistência que os corpos apresentam relativamente à alteração da 

sua velocidade de rotação quando sujeitos a ações exteriores aplicadas.  
 

O momento mássico de inércia é, por definição, uma medida da distribui-

ção da massa de um corpo em relação a um determinado eixo, e que de-

pende da distância da massa ao eixo de rotação. Assim, facilmente se 

pode inferir que um disco, uma roda raiada e um anel apresentam dife-

rentes resistências ao movimento de rotação.  
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13.4. RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

Para resolver as equações do movimento anteriormente apresentadas é 

necessário conhecer os valores iniciais166 das posições e das velocidades.  

 

A análise dinâmica de sistemas mecânicos é, de facto, um problema de 

condição inicial.  

 

Com efeito, tendo em vista estudar o movimento do pêndulo duplo, con-

sidere-se que, na sua configuração inicial, as barras estão na posição ho-

rizontal, tal como se mostra na figura 13.12.  

 

Admite-se que o sistema é largado daquela posição com velocidades nu-

las, partindo, portanto, do repouso. O pêndulo é movido pela ação que 

decorre da aceleração gravítica, tal como se ilustra na figura 13.12. 

1 B
A

x

y
2

200

m1g

200

m2g

m1, J1 m2, J2

m1 = m2 = 0,1255 kg          J1 = J2 = 0,00041833 kg·m2

 

Figura 13.12. – Configuração inicial do pêndulo duplo. 

Atendendo à configuração inicial do pêndulo duplo, bem como das de-

mais informações veiculadas na figura 13.12., resulta o seguinte conjunto 

de valores167 iniciais para as posições e para as velocidades das barras 1 e 

2, ou seja 
 

1 1

1 1

1 1

2 2

2 2

2 2

0,1 m 0,0 m/s

0,0 m 0,0 m/s

0,0 rad 0,0 rad/s

0,3 m 0,0 m/s

0,0 m 0,0 m/s

0,0 rad 0,0 rad/s

x

y y

x

y y

 

 

= =

= =

= =

= =

= =

= =

x

x

.

 

 
166  Os valores relativos às posições e às velocidades iniciais têm de ser coerentes com a configuração 

geométrica e com a cinemática do sistema em causa, isto é, aquele conjunto de valores iniciais 
tem de verificar as correspondentes equações dos constrangimentos impostas ao sistema. 

167  O sistema de unidades utilizado para caraterizar as posições e velocidades tem de ser coerente. 
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Figura 13.20. – Representação do impacto entre duas esferas. 

 

Deve notar-se que, antes do impacto, a velocidade da esfera 1 é superior 

à da esfera 2, o que significa que ocorrerá a colisão entre ambas. Após o 

impacto, a velocidade da esfera 2 torna-se superior à da esfera 1, pois as 

esferas separam-se após a colisão.  

 

Para se estudar e compreender o que acontece durante o impacto deve 

começar-se por representar a evolução da velocidade de cada uma das 

esferas, tal como se mostra da figura 13.21. Nesta representação conside-

ra-se que: 

-  t– representa o instante em que se inicia o impacto, 

- t+ representa o instante em que o impacto termina, 

- t denota a duração do impacto, que se admite ser finita por facili-

dade de representação. 

 

Admite-se ainda que existe uma transição suave entre as velocidades de 

pré-impacto e de pós-impacto de cada uma das esferas, tal como se evi-

dencia na figura 13.21. 

Pré-impacto Pós-impactoImpacto

t
t

v

−

1v

−

2v

+

2v

+

1v

−t +t

1v

2v

 

Figura 13.21. – Evolução das velocidades de cada uma das esferas 
antes, durante e após o impacto. 
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