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Outras propriedades podem ser extraidas da soma ou adi¢do de vetores, tais como, as

apresentadas na Figura A.4.

a
/ 4 Jall+ B = la + 5]
b

Qu

b
a . o
—_— a b
; . il + [15]] = lla + 5|
- a+b
FiguraA.4

Aresultante da soma de vetores, pode ser obtida graficamente como apresentado na Figura

A.5, é dada por:

AE=d+b+c+d Eq(A.5)
B c
i B ¢
A ada B D
a -
—
d
d E
FiguraA.5
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Outros exemplos de paraboloides podem ser dados por z = k + x2 + y?, e ainda, por y =
22+ x*+k.

R
~N

'

- -
\\
.\
\.‘

LAY
-

FiguraA.23

Cone eliptico

O cone eliptico esta graficamente apresentado na Figura A.24. A curva no plano xOy é um
ponto (a origem), e as curvas nos planos paralelos ao plano xOy sao elipses. As curvas nos
planos yOz e x0z sdo pares de retas que se intersectam na origem. As curvas nos planos
paralelos a esses sdo hipérboles. A equagio é dada por

I A Eq(A.43)

ou, comumente apresentada como

xZ yZ
;+b—2—22 =0 Eq(A.44)

Ainda, pode tomar a forma circular com o eixo 0z, dada por

x?+y?—22=0 Eq(A.45)

onde a intersec¢do com os eixos coordenados é apresentada na Tabela A.3.

Para além disso, a intersec¢do com os planos z = k pode serdado x? + y2 = k%,comk > 0,
que correspondera a uma circunferéncia no plano z = k.
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cr(t) = c[f (O + g(Of] = cf (O + cg(O)]
Divis@o por um escalar

@ _F@t+g®fl _f®).

t
1+ ﬁj, c#0
c c c c
y
7)) €
7(t)
7(to)
X
curva no plano
FiguraA.30
z
curva no espago
r(t
7(tz) e

7(ty)

FiguraA.31

Teorema: Fungao vetorial composta

Considere-se a fungdo escalar u(t) com dominio no intervalo I, e, tal que, o seu
contradominio esteja contido no dominio da fungdo vetorial #(t), entdo, é possivel obter
uma funcdo vetorial (composta) definida no intervalo I

(#ew)(®) = Flu®)]
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N

o dT
k(®N() = I

FiguraA.43

Teorema: Seja a curva diferenciével, €, parametrizada por #(t), t € I, tal que #(t) # 0,
Vvt € I. Entao,

ar _ T Tl

& POl ol ®
_ |47 _ T @l
KO =13 = POl

=3 ’ . . ~ . . \
eT'(s) édesignado como vetor curvatura, que tem a dire¢do da normal principal a curva.

Teorema: Seja a curva diferenciével, C, parametrizada por #(t), t € I, tal que #(t) # 0,
Vt € I. Entdo,

A OELOI]

[I# @13
i (PO X)X (@)
o = KON = HOIE

Chama-se raio de curvatura, designando-se por p, da curva C ao inverso da curvatura, Figura
A.44, isto é:

1
P=5 k>0 Eq(A.99)

Em face do que foi exposto, realca-se o seguinte:
i)Sek - 0,p — o :acurva C tende para uma linha reta; e,

ii) Sek — o0, p = 0:acurva C tende para um ponto.

P—77
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Alguns exemplos de campos vetoriais no plano e no espago sdo apresentados na Tabela A.5.

Tabela A.5

F(,y) = (-y,x) F(x,y) = (y,sinx)

¥ ¥

-3| l
Ve ar LS N YN R e T e
;,f.f.-,.\\\ PPN Y N
I oy - N . .

Sy Yy v o |F et ) 4 ox R R

SR R N 4 N
\\\\"’//{ LS U e
R — et e | e

5] -5|

F(x,y,2) = (y,—2,x)

F(x,y) = {(In(1 + y?),In(1 + x?))

3
A | em AN
A A x| S
frora|-rp s
) IR A B X
-5 fto+ % v gt 4 s
A FF e p S
P A e
P An|mm XS
-5
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N

Entdo, a massa é dada por

61

Massa = cf (1+2)ds= ! (1 +%) dt = 14447 (u.m.)

B.1.3. Integrais de linha de campos vetoriais

Uma das mais importantes aplicacdes fisicas dos integrais de linha é calcular o trabalho
realizado por um objeto em movimento num campo de forgas.

Para ver como um integral de linha pode ser utilizado para encontrar o trabalho realizado
num campo de forca F, vai-se considerar um objeto que se move ao longo de um percurso C
no campo, Figura B.2.

Para determinar o trabalho realizado pela forga, é necessario considerar apenas a parte da
forca que estd a atuar na mesma dire¢do em que o objeto se estd a mover (ou na diregdo
oposta).

P —210



MATEMATICA PARA ENGENHARIA EM R™

y .
R*\R Tipo 1
d
Yy =g2(x)
y =g:1(x)
C
a b X

FiguraB.9

Como os pontos (x,y) com y € [c, g, (x)[ U ]g,(x),d] ndo pertencem a R, tem-se nestes
pontos f*(x,y) = 0. Por outro lado, para os pontos (x,y) com y € [g;(x), g,(x)] tem-se
f*(x,y) = f(x,y). Assim,

d g2(x) g2(x)
f fry)dy = f fry)dy = f flxy)dy Eq(B.50)
c 91(x) g1(x)

e pode-se enunciar o Teorema abaixo apresentado.

Teorema - Integral duplo sobre uma regiao verticalmente simples do tipo | do plano
Oxy: Se f é uma fungdo continua numa regido verticalmente simples

R={(x,y) ER? a<x<bh g(x) <y<g,(x)}

entdo,
b g2(x)
ff(x,y)dxdy=f f fCx,y)dy dx
R a g1(x)

B.2.4.2. Tipo Il - Regido horizontalmente simples
Uma regido R diz-se horizontalmente simples se é do tipo

R={(x,y)ER® c<y<d h®) <x<h,(O)}

com h, e h, fungBes continuas em [c, d], Figura B.10.

P —229
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O integral da funcdo f(x,y) sobre R pode ser relacionado com o integral da funcao
f(g(u, v), h(u, v)) sobre G, se g, h e f tém derivadas parciais continuas e J(u, v) é zero
apenas em pontos isolados, se for o caso, entdo

|| reyraxay = [[ #gu vy nw )y dudy Eq(B.69)
G

R

O fator J(u, v), cujo valor absoluto aparece na equagdo apresentada, é o Jacobiano da
transformagdo de coordenadas, assim designada em homenagem ao matematico aleméao
Carl Jacobi.

Portanto, |/ (u, v)| mede o quanto a transformagdo expande ou contrai a area em torno de
um ponto em G a medida que G é transformada em R.

O determinante Jacobiano ou Jacobiano da transformagdo de coordenadas x = g(u,v) e
vy = h(u,v) é dado por

Ox Ox
_|ou ov| _0x0y_odyox
Jw,v) = day ay| ~uov " dudw Eq(B.70)
du OJv

0 Jacobiano pode também ser denotado por

a(x,y)
Jwv) = FIORD) Eq(B.71)

Portanto, pode-se concluir, que, quando f(x,y) = 1, a drea de uma regido R, A(R), é dada
por

A(R) = ff dxdy = ffl](u,V)Idudv Eq(B.72)
R G

Agora, pode-se mostrar que a expressao

ff f(x,y)dxdy = fff(r cos@,rsin@)rdrdo Eq(B.73)
T

R

traduz, no integral duplo, a mudanca de coordenadas cartesianas (x, y) para coordenadas
polares (r, 8). Neste caso, as expressoes

x=rcosf e y=rsinb
Fazem o mapeamento da regido I, definida no plano 6, na regido R, definida no plano xy,
sendo o Jacobiano dado por:

P —253
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i) Projecdo da regido V sobre o plano x0z (regido do tipo 3), 2,

Qz—1<y<l-z
A

/N
/ I\

7

Quando (x,z) toma valores em 0,,, a ordenada dos pontos que estdo situados em V
tomam valores no intervaloz — 1 < y < 1 — z. Neste caso, a regido V é definida por

V={(xy,2) €R%: (x,2)€ENy,, z—1<y<1-2z}
Considere-se, a definicdo da regido £2,, recorrendo a sua projecdo sobre o eixo do xx:
O, ={(x,2)ER* 0<x<1 0<z<1}
Conclui-se, entdo, que
V={(xy2)€R: 0<x<1,0<z<1 z—-1<y<1-2z}

Obtém-se, assim

P—274




MATEMATICA PARA ENGENHARIA EM R™

f f f(xy,2)dS = n‘i‘l‘mz AS = lim §=5 Eq(C.55)
T k=1

C.2.3.2. Avaliagéo de integrais de superficie

Existem varios procedimentos para avaliar integrais de superficie que dependem da forma
como asuperficie T é representada. O teorema que se segue fornece um método para avaliar
um integral de superficie quando T é representado parametricamente.

Teorema - Avaliagdo de integrais de superficie
Seja T uma superficie paramétrica suave cuja equagdo vetorial é
7w, v) = x(u, v)i + y(u,v)j + z(u, v)k
onde (u, v) varia numa regido R no plano uv. Se f (x, y, z) for uma fungdo continuaem T,
entdo

dA

ﬂ. f(x,y,2)dS = ff f(x(u,v), y(w,v), z(w, v)) HZ—i X Z—Z

T

Para justificar o Teorema, suponha-se que o dominio R é subdividido, e suponha que o ponto
(xy, Vi, zx) corresponde ao valor do pardmetro de uj, e v;. Se for usado o somatério para
aproximar ASy,, e se for assumido que os erros nas aproximagdes se aproximam de zero
quando n — +o0, entdo, tem-se que

n

[ rey.mas = tim Y et v, i, vid, 260 v0)

T k=1

AAy Eq(C.56)

or y 7
ou OJv
o que sugere a férmula do Teorema - Avaliacdo de Integrais de Superficie.

Embora o Teorema seja enunciado para superficies paramétricas suaves, a férmula continua

2. . 3 3 = .
a servalida mesmo que se permita que 7, X 7;, = 0 na fronteira de R.

Exercicio 102: Determine o integral de superficie [[ x®dSsobreaesferax? +y? + z° =
1.

Resolucdo: Neste problema, as coordenadas esféricas fornecem uma parametrizacdo.
Um ponto tipico (x,y,z) sobre a esfera tem x = 1-sin(¢) - cos(8), y = 1-sin(¢) -
sin(f), e z=1-cos(¢p), com 0<¢p<me 0<H<2m Tomandou=¢p ev=20, a
parametrizagdo (com excecdo para ¢ = 0 e ¢ = 1) é dada por

7(¢, 0) = [sin(¢) - cos(8)]1 + [sin(¢) - sin(8)]] + [cos(P)]k, 0< p<me0 <8O <27

As derivadas parciais da fun¢do vetorial de duas varidveis sdo as seguintes:
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Para tal, admita-se que G tem superficie superior z = g,(x,y), superficie inferior z =
g1(x,y) e projegdo R no plano xy, como apresentado na Figura C.21-a). Seja T; a superficie
inferior, T, a superficie superior e T; a superficie lateral, e, se a superficie superior e a
superficie inferior se encontrarem como na Figura C.21-b), entdo n3o existe superficie lateral
Ts.

z=g2(xy) z z=g2(x,y)

z=g,(xy) z=g1(x,y)

(a) (b)

Figura C.21

A demonstragdo é feita para ambos os casos apresentados nas Figuras C.21-a) e C.21-b).
Entdo, segundo o teorema do integral triplo sobre uma qualquer regido limitada do espaco

tem-se
2(xy)
fgﬂ (g_i) v = g Lil yj g—fdz dA = l [R(x,y, )25 dA Eq(C.111)
ou '
fﬂ (5;_1;) av= ﬂ[R(x'y' 92(6)) = R(x,7,9:(x,))] dA Eq(C.112)
g 3

De seguida, procede-se a avaliagdo do integral de superficie integrando cada superficie de G
separadamente. Caso exista uma superficie lateral T3, entdo em cada ponto desta superficie
k-7 =0, pois i é horizontal e k é vertical. Por isso,

f f [RCx,y, 2)k] - (@) dS = 0 Eq(C.113)

T3

Portanto, independentemente de G ter uma superficie lateral, pode-se escrever, que
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