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Outras propriedades podem ser extraídas da soma ou adição de vetores, tais como, as 

apresentadas na Figura A.4. 

 

 

Figura A.4 

 

A resultante da soma de vetores, pode ser obtida graficamente como apresentado na Figura 

A.5, é dada por: 

𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑎 + �⃗� + 𝑐 + 𝑑  Eq(A.5) 

 

Figura A.5 
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Outros exemplos de paraboloides podem ser dados por 𝑧 = 𝑘 + 𝑥2 + 𝑦2, e ainda, por 𝑦 =

𝑧2 + 𝑥2 + 𝑘. 

 

 

Figura A.23 

 

Cone elíptico 

O cone elíptico está graficamente apresentado na Figura A.24. A curva no plano 𝑥𝑂𝑦 é um 

ponto (a origem), e as curvas nos planos paralelos ao plano 𝑥𝑂𝑦 são elipses. As curvas nos 

planos 𝑦𝑂𝑧 e 𝑥𝑂𝑧 são pares de retas que se intersectam na origem. As curvas nos planos 

paralelos a esses são hipérboles. A equação é dada por 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
−
𝑧2

𝑐2
= 0 Eq(A.43) 

ou, comumente apresentada como 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
− 𝑧2 = 0 Eq(A.44) 

Ainda, pode tomar a forma circular com o eixo 𝑂𝑧, dada por 

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 0 Eq(A.45) 

onde a intersecção com os eixos coordenados é apresentada na Tabela A.3.  

Para além disso, a intersecção com os planos 𝑧 = 𝑘 pode ser dado 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑘2, com 𝑘 > 0, 

que corresponderá a uma circunferência no plano 𝑧 = 𝑘. 
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𝑐𝑟 (𝑡) = 𝑐[𝑓(𝑡)�̂� + 𝑔(𝑡)�̂�] = 𝑐𝑓(𝑡)�̂� + 𝑐𝑔(𝑡)�̂� 

Divisão por um escalar 

𝑟 (𝑡)

𝑐
=
[𝑓(𝑡)�̂� + 𝑔(𝑡)�̂�]

𝑐
=
𝑓(𝑡)

𝑐
�̂� +

𝑔(𝑡)

𝑐
�̂�,    𝑐 ≠ 0 

 

 

Figura A.30 

 

 

Figura A.31 

 

Teorema: Função vetorial composta 

Considere-se a função escalar 𝑢(𝑡) com domínio no intervalo 𝑰, e, tal que, o seu 

contradomínio esteja contido no domínio da função vetorial 𝑟 (𝑡), então, é possível obter 

uma função vetorial (composta) definida no intervalo 𝑰: 

(𝑟 ∘ 𝑢)(𝑡) = 𝑟 [𝑢(𝑡)] 

 

 

curva no plano

curva no espaço
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Figura A.43 

 

Teorema: Seja a curva diferenciável, 𝒞, parametrizada por 𝑟 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼, tal que 𝑟 ′(𝑡) ≠ 0⃗ , 

∀𝑡 ∈ 𝐼. Então, 

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
=

�⃗� ′(𝑡)

‖𝑟 ′(𝑡)‖
=
‖�⃗� ′(𝑡)‖

‖𝑟 ′(𝑡)‖
�⃗⃗� (𝑡) 

𝑘(𝑡) = ‖
𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
‖ =

‖�⃗� ′(𝑡)‖

‖𝑟 ′(𝑡)‖
 

e �⃗� ′(𝑠) é designado como vetor curvatura, que tem a direção da normal principal à curva. 

 

Teorema: Seja a curva diferenciável, 𝒞, parametrizada por 𝑟 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼, tal que 𝑟 ′(𝑡) ≠ 0⃗ , 

∀𝑡 ∈ 𝐼. Então, 

𝑘(𝑡) =
‖𝑟 ′(𝑡) × 𝑟 ′′(𝑡)‖

‖𝑟 ′(𝑡)‖3
 

𝑑�⃗� 

𝑑𝑠
= 𝑘(𝑡)�⃗⃗� (𝑡) =

(𝑟 ′(𝑡) × 𝑟 ′′(𝑡)) × 𝑟 ′(𝑡)

‖𝑟 ′(𝑡)‖4
 

 

Chama-se raio de curvatura, designando-se por 𝜌, da curva 𝒞 ao inverso da curvatura, Figura 

A.44, isto é: 

𝜌 =
1

𝑘
,  𝑘 > 0 Eq(A.99) 

Em face do que foi exposto, realça-se o seguinte: 

i) Se 𝑘 → 0, 𝜌 → ∞ : a curva 𝒞 tende para uma linha reta; e, 

ii) Se 𝑘 → ∞, 𝜌 → 0 : a curva 𝒞 tende para um ponto. 
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Alguns exemplos de campos vetoriais no plano e no espaço são apresentados na Tabela A.5. 

 

Tabela A.5 

𝐹 (𝑥, 𝑦) = ⟨−𝑦, 𝑥⟩ 𝐹 (𝑥, 𝑦) = ⟨𝑦, sin 𝑥⟩ 

  

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ⟨𝑦, 𝑧, 𝑥⟩ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ⟨𝑦, −2, 𝑥⟩ 

  

𝐹 (𝑥, 𝑦) = ⟨ln(1 + 𝑦2) , ln(1 + 𝑥2)⟩ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = ⟨𝑦 𝑧⁄ ,− 𝑥 𝑧⁄ , 𝑧 4⁄ ⟩ 
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Então, a massa é dada por 

𝑀𝑎𝑠𝑠𝑎 = ∫(1 + 𝑧)

𝒞

𝑑𝑠 = ∫ (1 +
𝑡

√2
)

6𝜋

0

𝑑𝑡 ≈ 144.47 (𝑢.𝑚. ) 

 

 

B.1.3. Integrais de linha de campos vetoriais 

Uma das mais importantes aplicações físicas dos integrais de linha é calcular o trabalho 

realizado por um objeto em movimento num campo de forças. 

Para ver como um integral de linha pode ser utilizado para encontrar o trabalho realizado 

num campo de força 𝐹 , vai-se considerar um objeto que se move ao longo de um percurso 𝒞 

no campo, Figura B.2. 

Para determinar o trabalho realizado pela força, é necessário considerar apenas a parte da 

força que está a atuar na mesma direção em que o objeto se está a mover (ou na direção 

oposta). 
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Figura B.9 

 

Como os pontos (𝑥, 𝑦) com 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑔1(𝑥)[ ∪ ]𝑔2(𝑥), 𝑑] não pertencem a 𝑅, tem-se nestes 

pontos 𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 0. Por outro lado, para os pontos (𝑥, 𝑦) com 𝑦 ∈ [𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥)] tem-se 

𝑓∗(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦). Assim, 

∫𝑓∗(𝑥, 𝑦)

𝑑

𝑐

𝑑𝑦 = ∫ 𝑓∗(𝑥, 𝑦)

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

𝑑𝑦 = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

𝑑𝑦 Eq(B.50) 

e pode-se enunciar o Teorema abaixo apresentado. 

 

Teorema – Integral duplo sobre uma região verticalmente simples do tipo I do plano 

𝑶𝒙𝒚: Se 𝑓 é uma função contínua numa região verticalmente simples 

𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2:    𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,   𝑔1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥)} 

então, 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑅

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔2(𝑥)

𝑔1(𝑥)

𝑑𝑦 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

B.2.4.2. Tipo II - Região horizontalmente simples 

Uma região 𝑅 diz-se horizontalmente simples se é do tipo 

𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2:    𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑,   ℎ1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ ℎ2(𝑦)} 

com ℎ1 e ℎ2 funções contínuas em [𝑐, 𝑑], Figura B.10. 
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O integral da função 𝑓(𝑥, 𝑦) sobre 𝑅 pode ser relacionado com o integral da função 

𝑓(𝑔(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑣)) sobre 𝐺, se 𝑔, ℎ e 𝑓 têm derivadas parciais contínuas e 𝐽(𝑢, 𝑣) é zero 

apenas em pontos isolados, se for o caso, então 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑅

𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬𝑓(𝑔(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑣))|𝐽(𝑢, 𝑣)|

𝐺

𝑑𝑢𝑑𝑣 Eq(B.69) 

 

O fator 𝐽(𝑢, 𝑣), cujo valor absoluto aparece na equação apresentada, é o Jacobiano da 

transformação de coordenadas, assim designada em homenagem ao matemático alemão 

Carl Jacobi. 

Portanto, |𝐽(𝑢, 𝑣)| mede o quanto a transformação expande ou contrai a área em torno de 

um ponto em 𝐺 à medida que 𝐺 é transformada em 𝑅. 

O determinante Jacobiano ou Jacobiano da transformação de coordenadas 𝑥 = 𝑔(𝑢, 𝑣) e 

𝑦 = ℎ(𝑢, 𝑣) é dado por 

𝐽(𝑢, 𝑣) = |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| =
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
−
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
 Eq(B.70) 

 

O Jacobiano pode também ser denotado por 

𝐽(𝑢, 𝑣) =
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
 Eq(B.71) 

 

Portanto, pode-se concluir, que, quando 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1, a área de uma região 𝑅, 𝐴(𝑅), é dada 

por 

𝐴(𝑅) = ∬

𝑅

𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬|𝐽(𝑢, 𝑣)|

𝐺

𝑑𝑢𝑑𝑣 Eq(B.72) 

 

Agora, pode-se mostrar que a expressão 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑅

𝑑𝑥𝑑𝑦 =∬𝑓(𝑟 cos𝜃 , 𝑟 sin 𝜃)𝑟

𝛤

𝑑𝑟𝑑𝜃 Eq(B.73) 

 

traduz, no integral duplo, a mudança de coordenadas cartesianas (𝑥, 𝑦) para coordenadas 

polares (𝑟, 𝜃). Neste caso, as expressões 

𝑥 = 𝑟 cos𝜃 e 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 

Fazem o mapeamento da região 𝛤, definida no plano 𝑟𝜃, na região 𝑅, definida no plano 𝑥𝑦, 

sendo o Jacobiano dado por: 
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i) Projeção da região 𝑉 sobre o plano 𝑥𝑂𝑧 (região do tipo 3), 𝛺𝑥𝑧: 

 

Quando (𝑥, 𝑧) toma valores em 𝛺𝑥𝑧, a ordenada dos pontos que estão situados em 𝑉 

tomam valores no intervalo 𝑧 − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑧. Neste caso, a região 𝑉 é definida por 

𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3:        (𝑥, 𝑧) ∈ 𝛺𝑥𝑧,   𝑧 − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑧} 

Considere-se, a definição da região 𝛺𝑥𝑧 recorrendo à sua projeção sobre o eixo do 𝑥𝑥: 

𝛺𝑥𝑧 = {(𝑥, 𝑧) ∈ ℝ
2:     0 ≤ 𝑥 ≤ 1,   0 ≤ 𝑧 ≤ 1} 

Conclui-se, então, que 

𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3:     0 ≤ 𝑥 ≤ 1,   0 ≤ 𝑧 ≤ 1,   𝑧 − 1 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑧} 

Obtém-se, assim 
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∬𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇

𝑑𝑆 = lim
𝑛→+∞

∑∆𝑆𝑘

𝑛

𝑘=1

= lim
𝑛→+∞

𝑆 = 𝑆 Eq(C.55) 

 

C.2.3.2. Avaliação de integrais de superfície 

Existem vários procedimentos para avaliar integrais de superfície que dependem da forma 

como a superfície 𝑇 é representada. O teorema que se segue fornece um método para avaliar 

um integral de superfície quando 𝑇 é representado parametricamente. 

 

Teorema – Avaliação de integrais de superfície 

Seja 𝑇 uma superfície paramétrica suave cuja equação vetorial é 

𝑟 (𝑢, 𝑣) = 𝑥(𝑢, 𝑣)�̂� + 𝑦(𝑢, 𝑣)�̂� + 𝑧(𝑢, 𝑣)�̂� 

onde (𝑢, 𝑣) varia numa região 𝑅 no plano 𝑢𝑣. Se 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) for uma função contínua em 𝑇, 

então 

∬𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇

𝑑𝑆 =∬𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)) ‖
𝜕𝑟 

𝜕𝑢
×
𝜕𝑟 

𝜕𝑣
‖

𝑅

𝑑𝐴 

 

Para justificar o Teorema, suponha-se que o domínio 𝑅 é subdividido, e suponha que o ponto 

(𝑥𝑘
∗ , 𝑦𝑘

∗, 𝑧𝑘
∗) corresponde ao valor do parâmetro de 𝑢𝑘

∗  e 𝑣𝑘
∗. Se for usado o somatório para 

aproximar ∆𝑆𝑘, e se for assumido que os erros nas aproximações se aproximam de zero 

quando 𝑛 → +∞, então, tem-se que 

∬𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇

𝑑𝑆 = lim
𝑛→+∞

∑𝑓(𝑥(𝑢𝑘
∗ , 𝑣𝑘

∗), 𝑦(𝑢𝑘
∗ , 𝑣𝑘

∗), 𝑧(𝑢𝑘
∗ , 𝑣𝑘

∗))‖
𝜕𝑟 

𝜕𝑢
×
𝜕𝑟 

𝜕𝑣
‖

𝑛

𝑘=1

∆𝐴𝑘 Eq(C.56) 

o que sugere a fórmula do Teorema – Avaliação de Integrais de Superfície. 

Embora o Teorema seja enunciado para superfícies paramétricas suaves, a fórmula continua 

a ser válida mesmo que se permita que 𝑟 𝑢 × 𝑟 𝑣 = 0⃗  na fronteira de 𝑅. 

 

Exercício 102: Determine o integral de superfície ∬ 𝑥2
𝑇

𝑑𝑆 sobre a esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 =

1. 

Resolução: Neste problema, as coordenadas esféricas fornecem uma parametrização. 

Um ponto típico (𝑥, 𝑦, 𝑧) sobre a esfera tem 𝑥 = 1 ∙ sin(𝜙) ∙ cos(𝜃), 𝑦 = 1 ∙ sin(𝜙) ∙

sin(𝜃), e 𝑧 = 1 ∙ cos(𝜙), com 0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋. Tomando 𝑢 = 𝜙 e 𝑣 = 𝜃, a 

parametrização (com exceção para 𝜙 = 0 e 𝜙 = 𝜋) é dada por 

𝑟 (𝜙, 𝜃) = [sin(𝜙) ∙ cos(𝜃)]�̂� + [sin(𝜙) ∙ sin(𝜃)]�̂� + [cos(𝜙)]�̂�,   0 ≤ 𝜙 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

As derivadas parciais da função vetorial de duas variáveis são as seguintes: 
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Para tal, admita-se que 𝒢 tem superfície superior 𝑧 = 𝑔2(𝑥, 𝑦), superfície inferior 𝑧 =

𝑔1(𝑥, 𝑦) e projeção 𝑅 no plano 𝑥𝑦, como apresentado na Figura C.21-a). Seja 𝑇1 a superfície 

inferior, 𝑇2 a superfície superior e 𝑇3 a superfície lateral, e, se a superfície superior e a 

superfície inferior se encontrarem como na Figura C.21-b), então não existe superfície lateral 

𝑇3. 

 

 

Figura C.21 

 

A demonstração é feita para ambos os casos apresentados nas Figuras C.21-a) e C.21-b). 

Então, segundo o teorema do integral triplo sobre uma qualquer região limitada do espaço 

tem-se 

∭(
𝜕𝑅

𝜕𝑧
)

𝒢

𝑑𝑉 =∬[ ∫
𝜕𝑅

𝜕𝑧

𝑔2(𝑥,𝑦)

𝑔1(𝑥,𝑦)

𝑑𝑧]

𝑅

𝑑𝐴 =∬[𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑔1(𝑥,𝑦)
𝑔2(𝑥,𝑦)

𝑅

𝑑𝐴 Eq(C.111) 

ou 

∭(
𝜕𝑅

𝜕𝑧
)

𝒢

𝑑𝑉 =∬[𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑔2(𝑥, 𝑦)) − 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑔1(𝑥, 𝑦))]

𝑅

𝑑𝐴 Eq(C.112) 

 

De seguida, procede-se à avaliação do integral de superfície integrando cada superfície de 𝒢 

separadamente. Caso exista uma superfície lateral 𝑇3, então em cada ponto desta superfície 

�̂� ∙ �⃗� = 0, pois �⃗�  é horizontal e �̂� é vertical. Por isso, 

∬[𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)�̂�] ∙ (�⃗� )

𝑇3

𝑑𝑆 = 0 Eq(C.113) 

 

Portanto, independentemente de 𝒢 ter uma superfície lateral, pode-se escrever, que 

(a) (b)
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