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Constante arbitréria

Vetor binario

Vetor momento resultante

Quantidade infinitesimal; Distancia aos eixos x ou y
Variagdo infinitesimal em 6

Vetor deslocamento infinitesimal

Graus de liberdade

Comprimento da barra

Comprimento livre da mola (ndo deformada)

Vetor forga externa; Vetor forca ativa

Intensidade ou norma de #

Vetor posi¢ao

Vetor forga resultante

Vetor da forga; Vetor da forca externa; Vetor da forga ativa
Intensidade ou norma de FF

Centro de gravidade

Comprimento ndo deformado de uma mola

Rigidez

Coordenada cinematicamente independentes (linear ou angular)
Intensidade ou norma de (3: forga ou momento de uma forga
Forca exercida pela mola

Alongamento

Funcdo potencial ou energia potencial

Energia potencial elastica

Funcdo potencial do peso ou energia potencial gravitacional
Peso

Coordenada em x

Coordenadaemy

Coordenada y do centro de gravidade

Angulo entre F e 57

Simbolo para representar uma grandeza virtual
Vetor do deslocamento virtual

Intensidade ou norma de 67

Trabalho virtual

Grandeza do deslocamento virtual em x
Grandeza do deslocamento virtual em y
Variagdo virtual em 6

Vetor de rotagdo virtual

Angulo
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2. DESLOCAMENTOS VIRTUAIS

2.1. Defini¢do e Notagao

Um deslocamento virtual é definido como um deslocamento ficticio de magnitude
infinitesimal. Por “ficticio” entende-se um deslocamento imaginario; pode ndo ocorrer de
facto. A pratica usual é preceder uma quantidade infinitesimal com a letra d. Assim, o vetor
deslocamento infinitesimal do ponto 4 seria denotado por d7,. Para chamar a atencdo para
sua natureza ficticia, um deslocamento virtual é precedido por § (delta mindsculo). Assim, o
deslocamento virtual do ponto A seria escrito como 67,

Matematicamente, d7, e 57, sdo idénticos. Por exemplo, se 7, € uma funcdo de um pardmetro
0, pode-se escrever como apresentado na Equacgao (1):

87y = (d7,/d8)se, (1)

onde 60 é avariagdo virtualem 6.
2.2. Movimento Virtual de um Corpo Rigido
2.2.1. Translagao Virtual

A translagdo virtual de um corpo rigido é ilustrada na Figura 1.
Duas caracteristicas importantes da translagao sdo:

. Qualquer linha reta incorporada no corpo, como a linha AB, permanece paralela a
sua posicao original. Ou seja, as linhas incorporadas nao sofrem rotagao.

. Todos os pontos do corpo tém o mesmo deslocamento.

Portanto (Equacao (2)),

8ty = 674, (2)

onde 4 e B sdo quaisquer dois pontos do corpo™®.

Figura 1. Translagdo virtual de um corpo rigido.

P—13
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3.2. Trabalho Virtual de um Binario

A Figura 6(a) mostra um binario formado pelas forgas —F e F atuando nos pontos 4 e B de
um corpo rigido. O vetor binrio correspondente C = #,; X F é perpendicular ao plano do
binario, conforme indicado na Figura 6(b). Se o corpo sofre um movimento virtual no plano
do binario, o trabalho virtual do binario é dado pela Equacgao (7).

8U = —F - 67, + F - 67. (7)

TAB

-F B

(a)

Figura 6. Trabalho virtual de uma forga.
Substituindo 67 (= 674 + 56 x 745), Equacdo (5), obtém-se a Equagao (8):

8U = —F 87+ F - (67, + 86 x 7yp) = F - 86 X 7y = Ty X F - 60 (8)
Ou a Equacao (9), dada por

sU=C-66 (9)
Como C e 86 s3o colineares, isto é, vetores com a mesma dire¢do e paralelos entre si (lembre-

se que se considera apenas problemas bidimensionais), o trabalho virtual do binario também
pode ser escrito através da Equagao (10):

SU =C56 (10)

Observe que 86U ¢ positivo se C e 86 tém o mesmo sentido, e negativo se eles tém sentido
oposto 9,
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Figura 10. Sistema de duas barras com um GDL.

Figura 11. Sistema de duas barras com dois GDL.

4.3. Implementacdo do Método dos Trabalhos Virtuais

Ao aplicar o método do trabalho virtual, deve-se ter a certeza de que os deslocamentos virtuais
dos pontos onde as cargas sdo aplicadas (os deslocamentos que contribuem para o trabalho
virtual) sdo cinematicamente admissiveis. Isso pode ser feito por duas etapas:
. Primeiro, use a geometria para relacionar as coordenadas dos pontos onde as
cargas atuam com as coordenadas cinematicamente independentes.
. Em seguida, obtenha as rela¢des entre as mudancgas virtuais dessas coordenadas
(os deslocamentos virtuais) por diferenciagdo.

P—29
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6. DETERMINAQKO DE FORCAS EXTERNAS E INTERNAS EM ESTRUTURAS

Estruturas como vigas, porticos ou trelicas podem ser rigidamente apoiadas com
encastramentos. Para calcular a respetiva reagdo (momento) com o auxilio do Principio dos
Trabalhos Virtuais, o suporte correspondente deve ser removido e substituido por um apoio
duplo. O ponto de aplicagdo do momento do encastramento da reagdo de apoio é entdo
capaz de sofrer rotagdo. Portanto, o esforgo de reagdo (momento) é considerado um esfor¢co
ativo no Principio dos Trabalhos Virtuais. Da mesma forma, a forga num pino interno ou as

tensoes resultantes em vigas podem ser determinadas seccionando (“cortando”) o sistema
adequadamente. Devido a este “corte” imaginario, o sistema torna-se mével e aforcainterna
correspondente realiza trabalho virtual durante um deslocamento virtual. Os Exemplos E.20
a E.27 irdo exemplificar o procedimento descrito B,

Exemplo E.20

Uma viga é carregada e apoiada como ilustrado na Figura E.20-1. Determine a
reagdo no apoio A. Despreze o peso da viga.

y
4 kNm

2 kNm

Figura E.20-1. Viga simplesmente apoiada.

Solugdo

As Figuras E.20-2(a) e E.20-2(b) ilustram o diagrama de forcas ativas e os
deslocamentos Virtuais a serem considerados para a aplicagdo do Principio dos
Trabalhos Virtuais na determinagdo da reac¢do do apoio A.

Assim, com base na Figura E.20-2(b), para determinar a componente vertical da
reagao 4, os deslocamentos virtuais §y,, §y., e 6y, podem ser relacionados com
§6. Antes disso, as resultantes para as cargas distribuidas e as suas distancias
horizontais em relagdo ao apoio B sdo obtidas (Figura E.20-2(a)).
Paraaresultante da carga triangularde 2 kN /m e o seu comprimento de aplicacao
de 2 m, tem-se:

1
Fe=7-2:2=2kN
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7.2. Energia e Estabilidade Potencial Estacionaria

Na Secgdo 4 sobre o Método dos Trabalhos Virtuais, aponta-se que um sistema esta em
equilibrio apenas se todas as forgas generalizadas desaparecerem, isto é,se Q; = Q, = --- =
Q,. Para um sistema conservativo sistema com energia potencial V(q4,9z, -, qn), as
condi¢des de equilibrio sdo, portanto,
L P (o)
0q, 0q, 9q,
AEquacao (49) representa o principio da energia potencial estaciondria: “A energia potencial
de um sistema conservativo € estaciondria (minima, mdxima ou constante) em uma posi¢do de
equilibrio”
A energia potencial também pode ser usada para determinar se uma posi¢do de equilibrio é
estavel, instavel ou neutra. Essas trés classificacdes de equilibrio sdo ilustradas na Figura
18[2].

\.//.\ O

(a) Equilibrio estavel (b) Equilibrio instavel (c) Equilibrio neutro
Figura 18. Posicdes de equilibrio.

Diz-se que o rolete apresentado na Figura 18(a) estd em equilibrio estavel, isto é, se rolete
for deslocado um pouco e depois libertado, ele voltara a posigéo de equilibrio ilustrada. Na
Figura 18(b), o rolete estd em equilibrio instavel, isto é, se o rolete for deslocado um pouco
e depois libertado, ele afastar-se-a da posi¢do de equilibrio original. O equilibrio neutro é
ilustrado na Figura 18(c), isto €, se o rolete numa superficie plana for deslocado um pouco
para a esquerda ou direita e depois libertado, o rolete simplesmente permanecera em
repouso na nova posicio 2.

Das posi¢des de equilibrio apresentadas na Figura 18, pode-se deduzir o principio da energia
potencial minima: “A energia potencial de um sistema conservativo € minima numa posicéo de
equilibrio estdvel”

Este principio pode ser observado na Figura 18(a) Quando o rolete é deslocado, a sua
energia potencial aumenta. Quando o rolete ¢ libertado, ele volta a sua posicdo original de
menor energia potencial 2,

Entretanto, na Figura 18(b), quando o rolete é deslocado, a sua energia potencial diminui.
Quando o rolete é libertado, ele ndo volta a sua posi¢do original de maior energia potencial.
Em vez disso, o rolete ird procurar uma posicdo de menor energia potencial, isto é, o rolete
rola para uma posicdo mais longe da posicdo de equilibrio .

Portanto, restringido a discussao sobre a estabilidade de sistemas que possuem um grau de
liberdade - isto é, sistemas para os quais a energia potencial V (q) é uma fung¢do de uma Unica

P—82
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8. EXERCiCIOS PROPOSTOS

8.1. Determine aforga de ligagdo na rétula G da estrutura apresentada na Figura 8.1, usando
o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Ndo considere o peso da viga.

C% L 2

Figura 8.1

8.2. Determine as reac¢des de apoio em A, B, C, e D para a viga ilustrada na Figura 8.2 com
duas rétulas, usando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Ndo considere o peso da viga.

_A_l_,_\HHHl“li_H | _Eclllllllllnl
7 Vi i 77

Figura 8.2

8.3. Aviga é carregada e apoiada como apresentada na Figura 8.3. Determine a reacdo de
apoio em B, usando o PTV. Ndo considere o peso da viga.

300 N/m 1000 N 300N/m

Figura 8.3

P—95
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