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BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

2) Intersecgao de conjuntos

Considerando dois conjuntos A e B a sua intersecgéao representa-se por AN B, e se que define
como:

ANB={x:xeAAxeDB}

Figura 1.3 — Interseccéo de conjuntos

Se se verificar a relagédo A N B = ®, os conjuntos A e B dizem-se disjuntos.

O conjunto vazio é designado por valor absorvente da intersecg¢éo de conjuntos e U por valor
neutro da mesma operacéo, uma vez que:

c ANO®=0

e ANU=A

3) Diferenga de conjuntos

Considerando dois conjuntos A e B a sua diferenga representa-se por B - A, e se que define
como:

B-A={x:x>AAXxeB}

Figura 1.4 — Diferenga de conjuntos

20



BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

As raizes da equagao sao pois:

_ —b+V/b?-4ac Ay =2 b? - 4ac

X4 2a X2 = 2a

Para que a equacgédo tenha solugao é necessario verificar-se:
b2-4ac20
¢) Equagbes biquadradas

Para a solugao deste tipo de equacgdes, depois da equagao ter sido reduzida a sua forma canéni-
ca, faca-se x = +Vy

Teremos entao:
ax*+bx2+c=0—ay2+by+c=0

Resolvendo esta equagcdo em ordem a y, utilizando a férmula resolvente das equagbes do se-
gundo grau, obtém-se as raizes x4 e y,.

As raizes da equacgéo biquadrada s&o pois:
Y1=VY1 Y2 == VY5 Y3 = VY2 Y4 = — VY2
Para que a equagéo tenha solugéo é necessario verificar-se:

3.5. RESOLUGAO DE INEQUAGOES

Para inequagdes com formas candnicas semelhantes as equacgées referidas em 4, resolve-se
a relagdao como se fosse uma equacao, cuja(s) raiz(es) definem os extremos inferior e/ou su-
perior dos intervalos dos valores de x que satisfazem a relagao.

Exemplos

1) ax+b>0 < x>-b/a

As raizes da inequagéo estao compreendidas no intervalo ]-b/a, +co [.

2) ax-bs<0<— x<bl/a

36



BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

3) Na primeira equagao substitui-se x pelo valor encontrado no passo 2).

ce
b
aX+by+c=0<—>a(—ae)+by+c=0<_>by=.c-(
" b
-c—( ae )
d-"h
—y=

Este valor de y é a outra raiz do sistema.

3.8. EXEMPLO DE APLICAGCAO
Considere-se o circuito eléctrico representado na Figura 3.3, onde:

e Carga: 3000 W/ 230 V; factor de poténcia = 0,79.

- R;=387Q
- R,=025Q
- Iy=4A

- I;=806A

Carga

Figura 3.3 — Circuito eléctrico

40



CAPITULO 4 - GEOMETRIA EUCLIDIANA

A; B; C — vértices
a; b; c — lados

h — altura

m — mediana

D — baricentro

bs — bissectriz

E — incentro

Figura 4.4 — Elementos notaveis do triangulo

d) Resolugéo de triangulos

A designada resolugao de triangulos é um conjunto de férmulas que permitem determinar os
valores dos angulos, dos lados e de outros elementos notaveis, recorrendo a conceitos de geo-
metria e de trigonometria (ver Capitulo 7).

Atente-se na Figura 4.5:

Figura 4.5 - Tridngulo

As férmulas utilizadas para resolver o tridngulo sao:
1) a+pB+y=180°

2) A=a+p

3) h=cxsen (180°-vy)

47



BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

x € designado como o dominio de f(x) e y como o seu contra-dominio; x designa-se como
argumento da fungéo.

Considerando o universo dos numeros reais ou 0s seus sub-conjuntos, as fungdes no plano XY s&o
representadas por um conjunto de pares ordenados do tipo (x4, y4), designado por coordenadas,
em que x4 € um elemento do dominio e designado por abcissa e y; um elemento do contra-do-
minio e designado por ordenada; nesse plano as fungdes podem ser representadas por graficos.

Para um melhor entendimento da diferenga entre aplicagao e fungao, considerem-se as equa-
cdes x2 + y2 =r2 e y = x2, cujos graficos no plano XY representam uma circunferéncia e uma
parabola, respectivamente.

Parabola
fix) =y =x?

Circunferéncia

w(x) = y2 =r2 - x?

A 4

Figura 5.1 — Gréficos das equagées x2 + y2 =r2 e y = x?

Da analise dos graficos da Figura 5.1 pode concluir-se
* W(xq) =y Aw(xq) =y,
o W(xp) =y Aw(xy) = -yy
o f(xq) =f(xg) =y,

w(x) ndo é uma fungéo (é uma aplicagao) e f(x) é uma fungéo.
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BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

lim ¥ fix) = 7/lim f(x)
X—a X—a

lim [log, f(x)] = log, [ lim f(x)] , se lim f(x) >0
X—a X—a

X—a
lim f(x
lim rf(x)=rX—>a(l )
X—a

Sendo f’(x) a fungao derivada23 de f(x), lim f(x) = lim f(x) — regra de I’ Hospital.
X—a X—a

5.5. CALCULO DE LIMITES E INDETERMINAGOES

Quando se calculam limites podem surgir expressées do tipo k / 0, k / +o0, k/ -00, 00 — 00, 0 / 0,
00,0/ c0,c0/0,1° e 00, sendo k uma constante.

Por convengéo define-se:

Vx#0,x0=1

Vk # 0 e constante, k/ 0 = +o0, se x — 0%
Vk # 0 e constante, k /0 = -00, se x — 0~
Vk # 0 e constante, (k / +0) = (k/ -00) =0

As expressdes (00 — c0) (0 / 0), (0 / ©0), (e / 0), 09 1° e 00 designam-se por indeterminagées,
sendo necessario resolver cada uma destas situacdes caso a caso, segundo regras pré-esta-
belecidas, algumas das quais recorrem a regra de I’ Hospital, esta operagéo € habitualmente
designada por “levantar a indeterminagdo”.

Vejam-se agora os valores dos limites de diversos tipos de fungées:

1) Fungio polinomial do tipo f(x) = a x" + a,,_(x™ + ... + a;x + a,

lim f(x) =+ c0,se a, >0
X — + 00

lim f(x) = — 00, se a,, <0 e n for um numero par.
X — + 00

lim f(x) = + c0, se a,, < 0 e n for um numero impar.
X—> =00

lim f(x) = — o0, se a,, < 0 e n for um numero par.
X—> -0

23 \Ver o Capitulo 10.
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BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

8.3. APLICAGOES TiPICAS

Uma das aplicagdes tipicas dos vectores em Engenharia Electrotécnica é a representacdo de
grandezas eléctricas, sendo as mais usuais as seguintes:

A. Tensbes e correntes dos sistemas trifasicos.

L1

L3 L2

Figura 8.5 — Representacao vectorial de tensées e correntes

B. Desfasagem entre tensées e correntes.

> U

Wesfasagem)

/

Figura 8.6 — Representagao vectorial da desfasagem entre tensdo e corrente (corrente em
atraso)

¢ (desfasagem)
> U

Figura 8.7 — Representacao vectorial da desfasagem entre tensdo e corrente (corrente em
avango)
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CAPITULO 10 - CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

CAPITULO 10 — CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Temas do Capitulo

Derivada de Uma Func¢éao — Defini¢do e Conceitos Gerais
Teoremas de Lagrange, Rolle e Cauchy

Propriedades das Derivadas

Equacdes Diferenciais

Integral de Uma Funcgao — Definicdo e Conceitos Gerais
Generalizagao do Conceito de Integral

Relagao Entre os Conceitos de Derivada e de Integral — Primitivas

10.1. DERIVADA DE UMA FUNGAO - DEFINIGAO E CONCEITOS GERAIS

Considere-se a funcéo f(x) de R — R; define-se derivada dessa fungdo em ordem a x como a
funcao definida pela expresséo:
df f(x + Ax) — f(x)

f(x) = Gx = A, Ax

A derivada de f(x) em qualquer ponto do seu dominio*4 (A) representa a taxa de variagdo da
funcdo naquele ponto. Se o limite acima indicado existir Vx € D, a fungéo diz-se que é derivavel
ou diferenciavel em A. A derivada de uma fungdo em qualquer ponto do seu dominio representa
a tangente ao grafico da fungdo naquele ponto e o valor de x — ver Figura 10.1.

47 Y

f(x) = x? 3]
ol t: Tangente a f(x) no ponto x = 1
14 6: Coeficiente angular de t

/I'\I-I
W 2 3 44

Figura 10.1 — Grafico da fungdo x2

44 \er Capitulo 5.
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BASES DE MATEMATICA PARA ENGENHEIROS ELECTROTECNICOS

Se a equagao envolver uma ou mais fungdes e as suas derivadas parciais, como é o caso das
equacgles de Maxwell59, designa-se como equagéao de derivadas parciais ou equacgao diferen-
cial parcial, e de que se apresenta um exemplo (seja u = f(x, y) e v = g(x, y)):

a2u v

ax+ay =0

As equacbes diferenciais ordinarias classificam-se por ordem, de acordo com a ordem mais
elevada da derivada que constitui um dos termos da equacgéo. No primeiro exemplo deste ponto
a equacgéo diz-se de primeira ordem, ou equagao diferencial linear, enquanto no exemplo
seguinte a equagao diz-se de terceira ordem:

3y dy

2 4 d 2 +2y =

X dx Sx dx 2y=0

Generalizando se um dos termos da equagéo for a derivada de ordem n, a equagao diz-se ser

uma equacao diferencial de ordem n, ou equacgao diferencial nao-linear.

As equacgbes diferenciais lineares dizem-se homogéneas, se a soma das suas raizes (solugbes)
ou os seus multiplos forem também uma solugdo da equacéo; os coeficientes dos termos com
derivadas podem ser fungées de variavel independente, variaveis ou constantes.

Tal como nas equagles algébricass1, também as equacgdes diferenciais podem constituir um
sistema de equagbes, como se mostra no exemplo seguinte:

av au
“ox *oy Y=
a2v au

ay * ax +x=0

A resolugao de equacgées diferenciais é realizada por meio de integracdo, tema que sera ob-
jecto de analise nos pontos subsequentes deste capitulo, ou por recurso a transformada de
Laplaces2.

50 Ver Capitulo 12.
51 Ver Capitulo 3.
52 Ver Capitulo 14.
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CAPITULO 11 - MATRIZES E DETERMINANTES

Considere-se agora a seguinte matriz de 3 x 3:

449 a92 43
A=|ay ag ax

azq azp ass
O seu determinante é calculado pela expressao:
|Al = [(a49 X agp X a33) *+ (243 X @33 X az4) + (a43 X apq X a3y)] -
[(a3q X ay; X aq3) * (a3 X a3 X aqq) + (233 X agq X a4,)]

Observando a matriz anterior pode-se concluir quais sdo as diagonais positivas e negativas,
para calculo do determinante:

Diagonais Positivas Diagonais Negativas
a1 312 33 a1 312, 213
\\\ l,—'\‘\’ ,,, \’,1
-7 N\ N Re 2\
a2 92 a1 322 1\

N Ssel
/'::—\<’:’><\ ,/"\\::;:,:‘\‘\
azy az; ‘az azy azy as

Para o calculo do determinante de matrizes de n x n, em que n 2 4, utiliza-se o teorema de
Laplace, cujo enunciado é o seguinte:

“O determinante de uma matriz é igual a soma dos produtos dos elementos de
qualquer linha ou coluna pelos respectivos complementos algébricos”.

Define-se complemento algébrico de qualquer elemento ajj de uma matriz quadrada A de
n X n, como o numero Aij calculado pela seguinte expressao:

Ajj = (1) x ||

Onde |A’| é o determinante da matriz (A’) que resulta da supresséo da linha e da coluna da
matriz A que contenha o elemento ajj.

Exemplo

Considerando aj; = a4, na matriz A abaixo indicada, a matriz A’ é:

441 342 aq3 2. a
A =|Qd1 Agg Ay3 H A’=|:a21 a23:|
azq agp azs 31 933
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CAPITULO 12 - OPERADORES DIFERENCIAIS

E habitual dividir as equacées de Maxwell em dois regimes: o regime “microscépico” ou equa-
¢Oes no vacuo e o regime “macroscoépico”’ ou equagdes gerais. Na Tabela 12.1 indicam-se as
leis atras referidas e as respectivas equagdes de Maxwell nos dois regimes.

Tabela 12.1 — Equagbes de Maxwell

. . . Equacoes de Maxwell
Designacgao da Lei = = = :

Lei de Gauss divE=p/Eg, divD=p
Lei de Gauss para o magnetismo divB=0 divB=0
Lei de Faraday (da indugéo) rotE = — %? rotE = — %
. . - OE _,,9D
Lei de Ampére (com a correcgéo de Maxwell)  rot B = pgJ + ug€, ot rotB =J+ ot

O significado das grandezas das equacgbes de Maxwell e as respectivas unidades, no Sistema

Internacional de Unidades (Sl) indicam-se na Tabela 12.2.

Tabela 12.2 — Definigao das grandezas das equagées de Maxwell

Simbee L o L nede
volt por metro?3 (V/m)

Campo eléctrico

B Densidade de fluxo m.’agnetlco ou indugao tesla (T)
magnética
74
D Campo de deslocamento eléctrico SRS (cg /zi’;’o LIRS

Densidade de corrente ampére por metro quadrado (Alm2)

Densidade de carga coulomb por metro ctibico (C/m3)

P
£, Permissividade (()jté (\:lzzagldade especifica farad por metro (Fim)
Ho Permeabilidade magnética do vacuo henry por metro (H/m)
% Derivada parcial em ordem ao tempo

De acordo com o Sl o nome das grandezas, qualquer que seja, € sempre escrito com letras minusculas
coulomb: unidade de carga eléctrica; farad: unidade de capacidade electrostatica; henry: unidade de indutancia
Nota: O nome das unidades é sempre escrito com letras mintisculas.

73
74
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CAPITULO 15 - NOCOES GERAIS DE PROBABILIDADES E ESTATISTICA

4) Probabilidade condicionada de A se verificar se o acontecimento B se verificar:

P(AAB) __P(B|A)xP(A)
P(B) ~ P(B)

P(A| B) =

5) P(AAB)=P(A|B)xP(B)=P(B|A)xP(A), sendo A e B acontecimentos ndo independentes.
Probabilidade inversa de A: P(AC) = 1 - P(A).

Sendo A e B acontecimentos pertencentes a conjuntos disjuntos&2, P(A A B) = 0.

o N O
= — =

Considerando o conjunto dos acontecimentos elementares A; num universo U finito e P(A;) a
probabilidade de esses acontecimentos se verificarem:

n

Z P(A(i)) = 1

i=1

9) Sendo A, e A, conjuntos de acontecimentos no universo U, constituidos por acontecimentos
elementares A; se A; € Aj N A,, entdo:

P(A; AAy) = D7 P(A(i) [se Ay N A, = ®, entio P(A; A A,) = 0]

10) Nas condigdes enunciadas no numero anterior se A; € A4 U A,, enté&o:

P(AV Ay = D1 P(A®)

15.4. TEORIA DAS PROBABILIDADES

As probabilidades dos acontecimentos tém habitualmente uma distribuicao tipificada que é
estudada na teoria das probabilidades, o ramo da matematica que estuda as probabilidades
e os acontecimentos aleatorios. Para uma melhor compreenséo deste tema relembre-se alguns
conceitos fundamentais, que serdo retomados no estudo da estatistica.

A distribuicdo de probabilidade € um conceito estatistico (ver ponto 6) que atribui a cada
conjunto mesuravel a probabilidade de ocorréncia de qualquer acontecimento aleatério. Esta
probabilidade é uma fungdo F(x), cujo dominio é o conjunto mesuravel e cujo contra-dominio83
esta incluido no intervalo [0, 1].

82 Ver Capitulo 1.
83 Ver Capitulo 5.

157



CAPITULO 15 - NOGCOES GERAIS DE PROBABILIDADES E ESTATISTICA
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Figura 15.10 — Gréafico de segmentos
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Figura 15.11 — Grafico sectorial

15.7. MEDIDAS DE DISPERSAO

Em estatistica as medidas de dispersao sao utilizadas para verificar se os valores alcangados
estao proximos ou afastados da média da distribuicao probabilistica (ver ponto 4). Para além da
média (E(X)), variancia (Var (X)) e do desvio padréo (o), j& abordados no referido ponto 4, as
outras medidas de disperséo utilizadas sdo o desvio médio e o coeficiente de variagao.
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