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28 INTRODUÇÃO À TEORIA DE SINAIS E SISTEMAS
e, para tal seja a exponencial complexa,

ej (Ωn+θ) = ej (Ωn+2πk+θ) (1.16)
uma vez que ∀n,k ∈ Z se tem

ej (Ωn+2πk+θ) = ej (Ωn+θ) · ej2πk︸︷︷︸=1 = ej (Ωn+θ)
mesmo que x(n) não seja periódicoa.
� O resultado acima mostra que, em tempo discreto, não é possível distinguir duasexponenciais complexas distanciadas de 2kπ radianos.

aVeremos mais adiante que, neste caso, o sinal só é periódico se e só se Ω for uma fracção racionalde π .

Exemplo: Mostre que x(t) = cos(ω0t) é um sinal periódico e determine o seu períodofundamental.
Resolução: x(t) a ser periódico tem de verificar a equação (1.14), logo

x(t) = x(t+T )←→ cos(ω0t) = cos(ω0(t+T ))
o que, usando uma identidade trigonométrica bem conhecida, resulta em

cos(ω0(t+T )) = cos(ω0t) cos(ω0T )− sen(ω0t) sen(ω0T0)
Ora, esta igualdade é verificada ∀t se só se (sse) sen(ω0T ) = 0 e, simultaneamente,cos(ω0T ) = 1, o que se consegue para ∀k ∈ Z sse T = 2kπ

ω0 .
O período fundamental é

T0 = 2π
ω0
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Figura 1.66. Sinais h(n) (em cima), x(n) (ao centro) e, em baixo, o sinal h(n)∗ x(n), sendo
a=−0,9 e N = 20.
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Figura 1.67. Sinais h(n) (em cima), x(n) (ao centro) e, em baixo, o sinal h(n)∗ x(n), sendo
a=−0,9 e N = 20.
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Resolução: Comecemos por determinar os pólos de G(s) (cujas partes reaisirão delimitar a(s) RdC),

s2 +3s+2 = 0⇒
 s1 =−1

s2 =−2
E, dado que a(s) não pode conter pólo(s), teremos 3 possibilidades,
• RdC A: Re{s} < −2 h(t) é (sinal) esquerda ou seja, SLIT não causalou anti-causal;
• RdC B: −1 < Re{s} < −2 h(t) é (sinal) bilateral ou seja, SLIT nãocausal;
• RdC C: Re{s} > −1 h(t) é (sinal) direita ou seja, SLIT causal.

a que corresponderão, forçosamente, 3 tipos de SLIT, conforme se assinalou eque se representam na figura 2.14.
Im{s}

Re{s}

B CA

-2 -1

Figura 2.14. Mapa de pólos-zeros de G(s), assinalando-se as 3 RdC correspondentes (ver texto).

�

(c) mostre que a resposta impulsiva do SLIT causal é g(t) = [e−t−e−2t ] · u(t);
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T 54 Teorema: Convolução,

R1 : x1(n)↔X1(z)
R2 : x2(n)↔X2(z) →R ⊇ R1∪R2 : x1(n)∗ x2(n)↔X1(z) · X2(z) (3.19)

T 55 Teorema: Diferenciação em z, ou no domínio da transformada,

R1 : x1(n)↔X1(z) → R ≡ R1 : −n· x1(n)↔ z ddz X1(z) (3.20)
T 56 Teorema: Valor inicial de x(n) (considerando ∀n < 0 : x(n) = 0)

x(0) = lim
z→∞

X (z) (3.21)
Uma demonstração deste teorema é relativamente trivial; assim, pela definição de TZ,

X (z) = +∞∑
n=0 x(n) · z−n = x(0)+ +∞∑

n=1
x(n)
zn

e, tomando o limite quando z →+∞, teremos
lim

z→+∞X (z) = x(0)+ lim
z→+∞

+∞∑
n=1

x(n)
zn︸ ︷︷ ︸=0Basta re-escrever a equação acima e obteremos a prova desejada,

x(0) = lim
z→+∞X (z)

T 57 Teorema: Valor final de x(n) (considerando ∀n < 0 : x(n) = 0)

lim
n→+∞x(n) = lim

z→1(1−z−1)X (z) (3.22)
Uma demonstração deste teorema é seguidamente apresentada; dado que

X (z) = +∞∑
n=0 x(n) · z−n = lim

N→+∞
N∑
n=0 x(n) · z−nAplicando a propriedade da translação à equação anterior,

z−1 · X (z) = lim
N→+∞

N∑
n=0 x(n− 1) · z−n
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Naturalmente que todo o sinal periódico não poderá ser de norma L1... e como tal nãoterá transformada de Fourier in stricto sensu. Uma forma de rodear este problema consisteem representar o sinal periódico pela sua série trigonométrica e, depois, tentar obter atransformada de Fourier ou da exponencial complexa ou, de forma equivalente, das funçõessinusoidais.
Outra forma de encarar as questões da existência da transformação de Fourier de um dadosinal, consiste em encarar esta transformada como um caso particular da transformação deLaplace. Ora, se a região de convergência desta transformada incluir o eixo imaginário,então, forçosamente a transformada de Fourier desse sinal é diferente de infinito. Paraverificar esta afirmação, basta recordar que TF[x(t)] = limσ→0 TL[x(t)]. Claro que as funçõessinusoidais cujas transformadas de Laplace incluem pólos sobre o eixo imaginário estarãoexcluídas da classe de funções com transformada de Fourier... ou não?
4.1.5 Transformada de Fourier de Sinais Periódicos

Embora estes sinais não verifiquem as condições suficientes da existência da transformadade Fourier, podemos tentar resover este problema de outra forma. Assim, comecemos porver qual a transformada de Fourier da exponencial complexa.
Transformada de Fourier da Exponencial Complexa

Tentemos determinar, pela definição, a transformada seguinte
TF[ejω1t] = ∫ +∞

−∞
ejω1t ė−jωtdt = ∫ +∞

−∞
e−j (ω−ω1)tdt

É fácil de ver que este integral é indeterminado. Como ultrapassar esta dificuldade?Admitamos a existência de transformadas impulsivas, ou seja, exista X (jω) = 2π · δ (ω)como sendo a transformada de um dado sinal x(t); qual é esse sinal? Então
x(t) = TF−1[X (jω)] = 12π

∫ +∞
−∞

2πδ (ω) · eωtdω
Dadas as propriedades do impulso de Dirac, é fácil de ver que, neste exemplo, x(t) = 1.
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estaremos a solicitar o sistema com uma única frequência. Se optássemos por utilizar,por exemplo, uma onda dente-de-serra, sabemos da análise de Fourier que essaonda contém não uma única frequência mas, antes pelo contrário, uma infinidadede frequências (as harmónicas). E, consequentemente, a resposta do SLIT seria umacombinação linear de infinitas respostas forçadas a cada uma das harmónicas do sinalde entrada... e não apenas uma única resposta forçada!
Seja, então, xi(t) = Xi cos(ωit) um sinal sinusoidal de amplitude Xi e frequência ωiusado como sinal de entrada dum SLIT de resposta impulsiva h(t). Sendo, comoveremos, cos(ωit) = Re{ejωit} poderemos mostrar que, de acordo com a equação(1.159), a saída será yi(t) = Re{xi(t) · H(jωi)}. Ora, se tivermos um sinal de entradaperiódico e caracterizado pela sua série trigonométrica x(t) =∑+∞

k=−∞ak ·ejkωit , onde
ak são os coeficientes da série harmónica, então, e porque se trata de um SLIT, a saídaserá y(t) = Re{∑+∞

k=−∞ak · H(jkωi)ejkωit} No final deste capítulo, nos ProblemasResolvidos, ilustra-se precisamente esta questão; assim, veja-se o problema P. 6:.
Logo, porquê escolher unicamente sinusoides para caracterizar o regime forçado? Pois,porque sim!
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Figura 5.2. Exemplo da resposta permanente y(t) do SLIT de 1a ordem G(s) = 0,25s+0,375
s+0,3 à

sinusoide unitária x(t) e de frequência angular ω = 1 rad/s.

Veja-se a diferença entre as respostas à sinusoide da figura 5.1 (em baixo) onde se evidenciaa resposta transitória e da figura 5.2 onde só existe regime permanente.



422 INTRODUÇÃO À TEORIA DE SINAIS E SISTEMAS

10−1 100 101 102 103
−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

w

Fa
ct

or
es

 E
le

m
en

ta
re

s

10−1 100 101 102 103

−20

−10

0

10

20

w

|G
(w

)| dB

10−1 100 101 102 103

−150

−100

−50

0

50

100

w

Fa
se

 (o )

10−1 100 101 102 103
−100

−50

0

50

100

w

Fa
se

 (o )

a)

b)

+20 dB/década

+6 dB/oitava

+20 dB/década

+6 dB/oitava

-40 dB/década-12 dB/oitava

-20 dB/década
-6 dB/oitava

+90º

-180º

-90º

+90º

0º

-90º

+20 dB

Figura 5.73. Diagramas de Bode de amplitude, em a) e de fase, em b), para o SLIT passa-baixo
de 2a ordem com pólos complexos conjugados e zero na origem: factores elementares (em cima) e

global, em baixo.
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= +∞∑

k=−∞x(kT0) · e−skT0 =︸︷︷︸
esT0=z

+∞∑
k=−∞x(kT0) · z−k = TZ[x(k )] (6.13)

Se atentarmos no significado de x(kT0) na equação acima, podemos reparar que poderemossubstituir (kT0)→ [k ], obtendo-se a amostra índice k do sinal x(t)3, pelo que
Xa(s)|s= 1

T0 ln(z) ≡ TZ[x(n)] (6.14)
pois que resulta de se ter efectuado a mudança de variável esT0 = z ou s= 1

T0 ln(z).
Repare-se que esta transformação tem como característica o mapeamento do semi-planocomplexo esquerdo no interior do círculo de raio unitário e, consequentemente, o eixoimaginário na circunferência de raio unitário, figura 6.5.

Im{z}Im{s}

Re{z}Re{s} 10

Figura 6.5. Mapeamento s → z.

É interessante notar que, se os pólos de X (s) tiverem parte real negativa (correpondendo,por exemplo, a um SLIT estável e causal), então o SLIT equivalente discreto também seráestável (e causal).
6.2.2 Amostragem com Retenção de Ordem Zero

Retomenos a equação que caracteriza o sinal amostrado, equação (6.6),
xa(t) = [x(t) · p(t)]∗h0(t) (6.15)

3De forma equivalente, basta normalizar à unidade o período de amostragem ou seja, T0 = 1.
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Figura 7.29. Topologia para a realização de secção bi-quadrática passa-banda utilizando uma
topologia de realimentação múltipla.

qualidade Q pretendido e a frequência central f0 = ω02π , fazer C1 = C2 = C 8 e, seguidamente,determinar R1, R2 e R3 de acordo com
R1 = Q

H0ω0C ∴ R2 = Q(2Q2−H0)ω0C ∴ R3 = 2Q
ω0C (7.61)

onde H0 é o ganho desejado na frequência central f0 do filtro ou seja, H0 = |T (j2πf0)|.Os parâmetros do filtro dependem de uma forma não-linear dos valores dos componenteseléctricos, como se pode ver através das equações seguintes, equações (7.62),
f0 = 12π · 1

C

√ 1+R1/R2
R1R3 ∴ H0 =− R32R1∆f = 1

π ·
1
R3C ∴ Q = 12

√
R3( 1

R1 + 1
R2
) (7.62)

onde, naturalmente, ω0 = 2π f0 e f0 = Q ·∆f , sendo ∆f a largura de banda do filtro.
Como exemplo, suponha-se um filtro passa-banda com as seguintes especificações: H0 = 1,
f0 = 1.000 Hz e Q = 2. Assim, recorrendo às equações (7.61), obtemos R1 = 3,183 kΩ, R2 =455 Ω e R3 = 6,366 kΩ quando se escolhe para C = 100 nF. Na figura 7.30, apresentam-seos diagramas de Bode de amplitude (em cima) e de fase (em baixo) correspondentes.
Na prática, quer os condensadores quer as resistências, são fabricados com uma dada

8Esta decisão de escolher primeiramente os condensadores advém do facto de haver capacidades disponíveisno mercado em gamas e valores muito mais reduzidas do que as das resistências; além de que o seu custoser muito superior, especialmente quando se pretendem tolerâncias de fabrico mais paretadas.
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Produto externo ou matricial de dois vectores Designe-se o produto externo de doisvectores −→u T = [u0, u1, u2, · · · , uN−1] e −→v = [v0, v1, v2, · · · , vN−1] como sendo −→u ×−→v :

−→u ×−→v =



u0
u1
u2
· · ·

uN−1


× [v0, v1, v2, · · · , vN−1] =

=



u0v0 u0v1 u0v2 · · · u0vN−1
u1v0 u1v1 u1v2 · · · u1vN−1
u2v0 u2v1 u2v2 · · · u2vN−1
· · · · · · · · · · · · · · ·

uN−1v0 uN−1v1 uN−1v2 · · · uN−1vN−1


(I.50)

Definição: Norma Euclidiana A norma euclidiana5 de um vector−→u = [u0, u1, u2, · · · , uN−1]é definida como sendo
−→u ,

√−→u⊥−→u =
√√√√N−1∑

i=0 u
2
i (I.51)

Definição: Derivada de um vector como sendo o vector das derivadas das suas compo-nentes:
∂
∂x
−→u = ∂

∂x [u0, u1, u2, · · · , uN−1], [ ∂∂x u0, ∂
∂x u1, ∂

∂x u2, · · · , ∂
∂x uN−1] (I.52)

5A norma ou distância euclidiana também é conhecida por norma ou distância L2 .



ANEXO IV. SOBRE A APROXIMAÇÃO DE PADÉ AO ATRASO NO TEMPO DXCI
(IV.13)
(IV.14)
(IV.15)

e cujas respostas se incluem na figura seguinte, IV.3
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Figura IV.3. Respostas ao escalão para as aproximações de Padé de 5a ordem com m= 1,
m= 2, m= 3 e m= 4.

A aproximação ao regime transitório faz-se com um custo na resposta em frequência...neste caso, os diagramas de Bode afastam-se consideravelmente da resposta ideal, comose pode ver na figura IV.4.



ANEXO V. SOBRE O TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON DXCVII
Valores Próprios Distintos

Seja a matriz
A=

 − 12 1
0 −1


a matriz da dinâmica de um dado SLIT. Dado que a matriz A é triangular (triangularsuperior), é imediato identificar os seus valores próprios:

λ1 =−12 ∴ λ2 =−1
correspondente a um sistema estável.
É intuitivo ver que limt→+∞Φ(t) =−→0 .
Assim, teremos eλit = c0 + c1 · λi que resulta no sistema de equações e− 12 ·t = c0 + c1 · (− 12 )

e−1·t = c0 + c1 · (−1)
Então, resolvendo este sistema obtém-se c1 = 2 · e− 12 ·t− 2 · e−t

c0 = 2 · e− 12 ·t−e−t

Agora, pelo teorema de Cayley-Hamilton, An = c0 · I+ c1 · A e que se traduz em
eA·t =

 2 · e− 12 ·t−e−t 0
0 2 · e− 12 ·t−e−t

+

+[2 · e− 12 ·t− 2 · e−t ] ·
 − 12 1

0 −1

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