
д2y
дt2  = c2 

д2y
дx2  

f (x) = 
a0

2  + ∑
n=1

∞

 (an cos(nx) + bn sen(nx))

∫C
 f  ⸳ dα
∫∫∫divF(x,y,z)dV

f (x) = 
a0

2  + ∑
n=1

∞

 (an cos(nx) + bn sen(nx))
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CAPÍTULO 1 

INTEGRAL DE LINHA

A noção de integral de linha diz respeito à integração de uma função, vetorial ou es-
calar, em que o domínio de integração é uma curva C em ℝ3.

 

 

 

 

 

 
x 

y 

z 

C 

Figura 1.1. Curva em ℝ3.

1.1. Definição do integral de linha

O integral é geralmente apresentado com a notação

� 𝒇𝒇 ⋅ 𝑑𝑑𝑑𝑑
�

 

 

	 (1.1)

quando a função é vetorial. O seu signif icado e como se calcula é discutido 
seguidamente.
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Ou seja, o integral de linha entre dois pontos de um campo conservativo ou gradien-
te só depende do ponto final e inicial, mas apenas desde que o domínio seja simples-
mente conexo (significa que qualquer curva simples fechada se pode encolher por um 
processo contínuo até se reduzir a um ponto, mantendo-se sempre dentro do domínio).

Para isso é preciso dado um campo conservativo, ou gradiente, encontrar a família 
de funções escalares φ que têm esse gradiente.

Seja  � � �𝑓𝑓��𝜕𝜕,𝑦𝑦, 𝜕𝜕�, 𝑓𝑓��𝜕𝜕,𝑦𝑦, 𝜕𝜕�, 𝑓𝑓��𝜕𝜕,𝑦𝑦, 𝜕𝜕�� � �𝜕𝜕 � �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ,
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ,

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕� 

Terá de ser 

𝜑𝜑= 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
�

�
� 𝑓𝑓�(𝑢𝑢, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐴𝐴(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
�

�
= �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
�

�
� 𝑓𝑓�(𝑢𝑢, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐴𝐴(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)
�

�
 

 

em que A(y, z) é a “constante” de integração que pode ter funções de y e de z.

Analogamente para as outras derivadas parciais de φ pode-se integrar a derivada par-
cial em ordem a y considerando x e z como constantes ou integrar a derivada parcial 
em ordem a z considerando x e y como constantes. Comparando os resultados ob-
tém-se a função φ, como se ilustra no exemplo seguinte.

Exemplo 1.6.

Mostre que f (x, y, z) = (1 + y – z, x – 1,2z – x) é gradiente e determine a sua fun-
ção potencial.

Resolução

Seja f1 (x, y, z) = 1 + y – z, f2 (x, y, z) = x – 1 e f3 (x, y, z) = 2z – x. Primeiro cal-
culam-se os pares de derivadas cruzadas

𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕
; 

𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕
; 

𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

𝜕𝜕𝜕𝜕
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Resolução

As duas curvas intersectam-se no ponto (3,3) e sendo P (x, y) = 3 + y, Q (x, y) = 2x

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2 − 1 = 1 

 

x

y

3

3

0

Figura 1.7. Representação da curva C e região no seu interior.

Então pelo teorema tem-se 

� �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � � 1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = � (3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥�)

�

�

�����

�

�

�
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

9
2

 

 
Calculando agora os dois integrais de linha, sejam as parametrizações

α1 (t) = (t, t), t ϵ [0,3], (representa o segmento de reta) e está no sentido direto

α2 (t) = (t, 4t – t2), t ϵ [0,3], (representa o segmento de parábola) sendo esta cur-
va percorrida em sentido retrógrado uma vez que t está crescente, pelo que o 
integral neste caso, vai ter sinal contrário.

O integral é então dado pela soma dos dois integrais de linha

� 𝑓𝑓(𝜶𝜶�(𝑡𝑡)) ⋅ 𝜶𝜶�
ʹ (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 −

�

�
� 𝑓𝑓(𝜶𝜶�(𝑡𝑡)) ⋅ 𝜶𝜶�

ʹ (𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
�

�
 

= � (3 + 𝑡𝑡, 2𝑡𝑡) ⋅ (1,1)𝑑𝑑𝑑𝑑 − � (3 + 4𝑡𝑡 − 𝑡𝑡�, 2𝑡𝑡) ⋅ (1,4 − 2𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
�

�

�

�
 

= � (3 + 3𝑡𝑡 − 3 − 4𝑡𝑡 + 𝑡𝑡� − 8𝑡𝑡 + 4𝑡𝑡�)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
9
2

�

�
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CAPÍTULO 2

INTEGRAL DE SUPERFÍCIE

Considere-se uma superfície S como uma fronteira a duas dimensões de um sólido ou 
objeto. No caso de uma fronteira completa de um sólido a superfície é fechada. A su-
perfície pode ser fechada, aberta, definida de modo único, como no caso de uma su-
perfície esférica, por exemplo, ou definida pelas seis faces planas de um cubo no caso 
de mais do que uma superfície. A superfície é aberta por exemplo no caso da frontei-
ra lateral de um cone, sem incluir a base. Uma superfície S é considerada sem espes-
sura, podendo determinar-se o valor da sua área. Genericamente é considerada o lu-
gar geométrico do espaço com dois graus de liberdade, Fig. 2.1. 

Uma representação de uma superfície pode ser explícita ou implícita. Por exemplo 
uma superfície cónica, representada pela equação 𝑧𝑧 = �𝑥𝑥� + 𝑦𝑦� , está definida expli-
citamente. Uma representação implícita de uma superfície é por sua vez do tipo

𝐹𝐹(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝐶𝐶 	 (2.1)

e poderia ser, no caso do cone mencionado, 𝑥𝑥� + 𝑦𝑦� − 𝑧𝑧� = 0, 𝑧𝑧 ≥ 0. .

Representação paramétrica

A parametrização de uma superfície, que é a representação dos seus pontos (x, y, z) 
à custa de dois parâmetros, Fig. 2.1, é dada pela função vetorial
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Interpretação da derivada

A derivada �𝒓𝒓
��

   é o vetor velocidade para uma curva na superf ície S com  
v=constante. 

Analogamente �𝒓𝒓
��

   é o vetor velocidade ao longo de uma curva na superfície S, com 
u=constante. 

A distância percorrida ao longo dessas curvas é, em cada caso, respetivamente dada por
	  

�𝒓𝒓
��

Δ𝑢𝑢   e   
�𝒓𝒓
��

Δ �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 Δ𝑢𝑢 ×
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 Δ𝑣𝑣�=�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ×

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�Δ𝑢𝑢Δ𝑣𝑣 

Então um retângulo de lados Δu, Δv é aplicado por r num paralelogramo curvilí-
neo sobre a superfície S, Fig. 2.2., com área aproximada dada pelo produto vetorial
	

�𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 Δ𝑢𝑢 ×
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 Δ𝑣𝑣�=�

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 ×

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�Δ𝑢𝑢Δ𝑣𝑣 

A partir desta área elementar é definida a diferencial dS como
	

    𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 ×
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

 

Definição: 
produto vetorial fundamental é 

�𝒓𝒓
��

×
�𝒓𝒓
��

   e é normal à superfície em cada ponto

A partir da diferencial dS, integrando sobre toda a superfície S, obtém-se o valor da 
sua área.

y

z

x

дr
дv

дr
дu

dS

Figura 2.2. Paralelogramo curvilíneo, área elementar dS.
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Definição: fluxo

�𝑭𝑭 𝑭 𝑭𝑭
�

𝑑𝑑� � � 𝑭𝑭�𝜕𝜕�𝜕𝜕, 𝜕𝜕�� 𝑭
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 �

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

�
 

 

	

Para definir completamente a orientação do fluxo, fica só por definir se o produto 
vetorial fundamental é um vector normal interior ou normal exterior à superfície, o 
que será estudado caso a caso.

Simplificando a expressão obtém-se, para o fluxo, o integral em S

Definição: fluxo

�𝑭𝑭 𝑭 𝑭𝑭
�

𝑑𝑑� � � 𝑭𝑭�𝜕𝜕�𝜕𝜕, 𝜕𝜕�� 𝑭 �
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕
� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

�
 

 

	 (2.6)

Exemplo 2.5.

Calcular o fluxo de υ (x, y, z) = (z2, 2, 2xz) para fora do cilindro parabólico y = x2, 
com 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3, em que a densidade é constante igual a 3.

Resolução

 
 

3

2

x

z
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Exemplo 2.6. Gradiente de uma função escalar, gradf (x, y, z)

Calcular ∇f (x, y, z), sendo f (x, y, z) = x2 – yz + 1

Resolução
	
gradf (x, y, z) = ∇f (x, y, z)

E pode escrever-se na forma de um “produto”

∇𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)=� �
��

, �
��

, �
��
� 𝑓𝑓=���

��
, ��
��

, ��
��
� 

 

 

Neste caso com a função dada obtém-se

𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = �
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥� − 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 1),
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥� − 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 1),
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

(𝑥𝑥� − 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 1)� = 

= (2𝑥𝑥,−𝑧𝑧,−𝑦𝑦) 

 

 

 

Exemplo 2.7. Divergência de um campo vetorial,  
divF = ∇ · F (x, y, z)

O operador Nabla pode também aplicar-se a funções vetoriais. Neste caso pretende-
-se calcular a divergência de um campo de vetores. A divergência representa a ten-
dência de o fluido divergir a partir de um ponto.

Calcular ∇ · F (x, y, z), sendo F (x, y, z) = (x, y, z) 

Resolução
Esboçando alguns vetores do campo, graficamente, os vetores são da forma
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A parametrização da curva é dada por α(x) = (x, f, (x)), 0 ≤ a ≤ t ≤ b 

A coordenada do centróide xC da curva em rotação é dado por 

 
 

𝑥𝑥� =
∫ 𝑥𝑥�� �𝜶𝜶ʹ(𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿
 

 
 

𝑥𝑥� =
∫ 𝑥𝑥�[𝑓𝑓 ʹ(𝑥𝑥)]� + 1𝑑𝑑𝑑𝑑�
�

𝐿𝐿
 

 
A superfície resultante da rotação em torno do eixo dos zz desta curva tem 
parametrização

 
𝒓𝒓(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = (𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 , 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢, 𝑓𝑓(𝑢𝑢)), 0 ≤ 𝑎𝑎 ≤ 𝑢𝑢 ≤ 𝑏𝑏, 0 ≤ 𝑣𝑣 ≤ 2𝜋𝜋 

 

 

y

z

x

Figura 2.4. Superfície de revolução.

O produto vetorial fundamental é dado por

�
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

×
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕�

= 𝑢𝑢�[𝑓𝑓 ʹ(𝑢𝑢)]� + 1 

 

E a área da superfície é dada por

 

𝐴𝐴(𝑆𝑆) = � � 𝑢𝑢�[𝑓𝑓 ′(𝑢𝑢)]� + 1
�

�

2𝜋𝜋

�
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
 

= 2𝜋𝜋� 𝑢𝑢�[𝑓𝑓 ′(𝑢𝑢)]� + 1
�

�
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋�  
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CAPÍTULO 3

SÉRIES DE FOURIER

Uma série de Fourier é uma soma infinita de funções trigonométricas, senos e co-se-
nos, que representa uma função periódica. Como exemplo de uma série trigonomé-
trica considere-se a série

�
1− (−1)�

𝑛𝑛�
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝑛𝑛𝑛𝑛) +�

(−1)�

𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝑛𝑛𝑛𝑛)

∞

���

∞

���

 

 

	

Verifica-se que é uma série com senos e co-senos e se a soma existir, isto é, se a série 
convergir, é uma função periódica de período 2π.

O objetivo deste capítulo é representar funções periódicas por combinações das fun-
ções seno e co-seno e obter séries trigonométricas designadas séries de Fourier. As sé-
ries de Fourier representam um leque muito vasto de funções, mesmo descontínuas, 
podendo ter vários pontos de descontinuidade e a sua aplicação é feita em vários do-
mínios da engenharia como problemas de vibrações ou teoria do sinal, as equações 
diferenciais, incluindo até as de derivadas parciais por exemplo em problemas de 
condução do calor.
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3.1.	 Convergência da série de Fourier

Determine-se então agora qual a série de Fourier que representa uma função perió-
dica de período 2π. Basta para isso determinar os coeficientes a0, an, bn.

Teorema:

Se uma função f(x) é periódica, limitada, e satisfaz condições de Dirichlet num in-
tervalo de amplitude um período, então a sua série de Fourier converge para f(x) 
nos pontos de continuidade e é igual à média dos limites laterais de f(x) nos pon-
tos de descontinuidade.

3.2.	 Fórmulas de Euler

Uma maneira de determinar os coeficientes é pelas fórmulas de Euler, que é descrito 
seguidamente no caso de período 2π. Existe um outro método que não envolve pri-
mitivação designado método dos saltos e que não será abordado nesta obra.

Fórmulas de Euler para funções de período 2π

𝑎𝑎� =
1
𝜋𝜋

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
�

��
 

𝑎𝑎� =
1
𝜋𝜋

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑
�

��
 

𝑏𝑏� =
1
𝜋𝜋

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑
�

��
 

 

Seja a série de Fourier para f(x)

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
𝑎𝑎�
2
+� (𝑎𝑎�𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑏𝑏� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝑛𝑛𝑛𝑛))

∞

���

 

 

	 (3.2)
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Tem-se

𝑎𝑎� =
1
𝜋𝜋
� 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥
��

�
= 2𝜋𝜋 

 
Analogamente para calcular an

𝑎𝑎� =
1
2𝜋𝜋 �

� −𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝜋𝜋

�𝑑𝑑𝑑𝑑
�

���
+ � 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
2𝜋𝜋

�𝑑𝑑𝑑𝑑
��

�
� = 

 

Como a função a integrar é uma função par, e os limites de integração simé-
tricos, conclui-se que o resultado de cada um dos integrais é o mesmo e por 
isso calcula-se apenas um deles e multiplica-se por 2.

= 2
1
2𝜋𝜋

� 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �
𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�𝑑𝑑𝑑𝑑

��

�
=
1
𝜋𝜋 �

 2
𝑛𝑛
𝑥𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
2
��

�

��
− �

2
𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�𝑑𝑑𝑑𝑑

��

�
� = 

=
1
𝜋𝜋
4
𝑛𝑛�

(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝑛𝑛𝑛𝑛) − 1) 

 

A série de co-senos é então

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝜋𝜋 +�
1
𝜋𝜋
4
𝑛𝑛�
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝑛𝑛𝑛𝑛) − 1) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �

𝑛𝑛𝑛𝑛
2
�

∞

���

 

 

Exemplo 3.5.

Calcular a expansão em série de senos de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �1 0 < 𝑥𝑥 < 1
𝑥𝑥 1 < 𝑥𝑥 < 2

   .

Resolução

Figura 3.4. Representação de f(x).
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A corda tem um comprimento L dado e está fixa nas duas extremidades, para x = 0 
e x = L, como se ilustra na Fig 3.9. Então a posição da corda dada por y(x,t) é nestes 
pontos, sempre zero. A posição inicial é dada por uma função y0(x) e imprime-se, ou 
não, uma velocidade inicial g(x) a cada ponto.

São estas as quatro condições fronteira/iniciais a considerar neste problema:

𝑦𝑦(𝑥𝑥, 0) = 𝑦𝑦�(𝑥𝑥) 
𝑦𝑦(0, 𝑡𝑡) = 0 
𝑦𝑦(𝐿𝐿, 𝑡𝑡) = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)
𝜕𝜕𝜕𝜕 �𝑡𝑡 = 0 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 	 (3.8)

Na Fig 3.11. pode ver-se como as forças atuam numa pequena porção da corda. Para 
isso escolhem-se pontos x e x + Δx.

A tensão na corda é tangencial à curva em cada ponto, seja T1 no ponto x e T2 no 
ponto x + Δx. 

T1

T2

α

β

x x + ∆x x

Figura 3.11. Tensão na corda.

Como a corda só se move verticalmente não há movimento na direção horizontal, e 
portanto, as componentes horizontais são constantes e iguais, seja iguais a T.

T = T1 cosα = T2 cosβ 	 (3.9)

A força resultante é então dada pela componente vertical da tensão na corda que é 
dada por 
	

T2 senβ – T1 senα 	
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Calculando agora os coeficientes An

𝐴𝐴� =
2
𝜋𝜋 �� (𝜋𝜋𝜋𝜋 − 𝑥𝑥�)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜋𝜋

� 𝑑𝑑𝑑𝑑
�

�
� 

=
2
𝜋𝜋

�−
1
𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐((𝑛𝑛𝑛𝑛) (𝜋𝜋𝜋𝜋 − 𝑥𝑥�) �
𝜋𝜋

0
  + �

1
𝑛𝑛

(𝜋𝜋 − 2𝑥𝑥) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐( 𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑
�

�
� 

=
2
𝜋𝜋

�0 +
1

𝑛𝑛� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛) (𝜋𝜋 − 2𝑥𝑥) �
𝜋𝜋

0
  − �

1
𝑛𝑛� (−2) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠( 𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑑𝑑𝑑𝑑

�

�
� 

=
2
𝜋𝜋

�0 + 0 +
1

𝑛𝑛� 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛) (−2) �
𝜋𝜋

0
 � = −

4
𝜋𝜋𝜋𝜋�  ((−1)� − 1) 

 

	

Finalmente 

𝑦𝑦(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = � �−
4

𝜋𝜋𝜋𝜋�  ((−1)� − 1)� 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛𝑛𝑛) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛𝑛𝑛)
�

���

 

 

	

A solução é a sobreposição de funções, de cada modo de vibração ou movimen-
to harmónico, sendo que para n = 1 se designa modo fundamental.

Sem estar rigorosamente representado à escala, apresentam-se a seguir os pri-
meiros modos de vibração. Note-se que os termos de ordem par, neste caso, 
são nulos.

Para t fixo, o modo fundamental, para n = 1 é dado por
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