CALCULO

Conceitos, Exercicios e Aplicacdes

Ana C. Meira Castro | Ana Julia Viamonte | Anténio Varejdo Sousa

2.2 Edicao

engebcck




AUTORES

Ana C. Meira Castro
Ana Julia Viamonte
Anténio Varejao Sousa

TITULO
Célculo | - Conceitos, Exercicios e Aplicagoes — 2.2 Edicao

EDICAO

Quantica Editora — Contetidos Especializados, Lda.

Praca da Corujeira n.° 38 - 4300-144 PORTO

Tel. 220 939 053 - E-mail: geral@quanticaeditora.pt - www.quanticaeditora.pt

CHANCELA
Engebook - Contelidos de Engenharia

DISTRIBUICAO
Booki — Contetidos Especializados
Tel. 220 104 872 - Fax 220 104 871 - E-mail: info@booki.pt - www.booki.pt

DESIGN DE CAPA
Delineatura - Design de Comunicagao - www.delineatura.pt

IMPRESSAO
Outubro, 2022

DEPOSITO LEGAL
505418/22

SEJA ORIGINAL!

DIGA NAO

A COPIA

RESPEITE OS DIREITOS DE AUTOR

A cépia ilegal viola os direitos dos autores.
Os prejudicados somos todos nos.

Copyright © 2022 | Todos os direitos reservados a Quantica Editora — Contetidos Especializados, Lda.
A reprodugéo desta obra, no todo ou em parte, por fotocépia ou qualguer outro meio, seja eletrénico, mecanico ou outros,
sem prévia autorizacdo escrita do Editor e do Autor, e ilicita e passivel de procedimento judicial contra o infrator.

Este livro encontra-se em conformidade com o novo Acordo Ortografico de 1990, respeitando
as suas indicagoes genéricas e assumindo algumas opgoes especificas.

cbu
51 Matematica
517 Anélise Matemética

ISBN
Papel: 9789899101463
E-book: 9789899101470

‘V Este livro protege o ambiente

Na produgéo deste livro foi utilizado papel proveniente de florestas de gestao sustentavel.
A dimensao das folhas foi otimizada para evitar desperdicios de corte.

Catalogacao da publicacédo
Familia: Bases de Engenharia
Subfamilia: Matemética

Na impressao foram utilizadas tintas de baixo teor de solvente.




Indice

Prefacio

Notacoes

1. Funcdes reais de variavel real

1.1.
1.2
1.3.

1.4.

1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

Generalidades sobre fungées . . . . . . . ... L oo
Funcao exponencial e fungao logaritmo . . . . . . ... ... ... ...
Fungobes trigonométricas e respetivas inversas . . . . . . . ... .. ..
1.3.1. Fungbes Seno € arco Sen0 . . . . . . .« .o e e e e
1.3.2. FuncgOes cosseno e arco COSSeNO . . . . . . . o v v v v v u oL
1.3.3. Funcoes tangente e arco tangente . . . . . . . . ... ... ...
1.3.4. Funcoes cotangente e arco cotangente . . . . . ... ... ...
Limites e continuidade . . . . . . . .. ... L oL
1.4.1. Propriedades dos limites . . . . . .. ... .. ... ... ...
Derivabilidade . . . . . . . . .. ...
Derivada de fungoes definidas na forma paramétrica . . . . . .. . ..
Diferencial . . . . . . . ..
Aplicagoes analiticas (méximos, minimos, zeros) . . ... .. ... ..
Exercicios resolvidos . . . . . .. .. oL L o

1.10. Exercicios propostos . . . . . . . . ...
1.11. Solugdes dos exercicios propostos . . . . . . . . . ...

2. Séries numéricas e séries de funcoes

2.1.
2.2.

2.3.

Sequéncias NUMEAricas . . . . . . . . ... e e e
Sucessoes de niimeros reais . . . . ... ..o
2.2.1. SucessOes MONGtONAS . . . . ... u e
2.2.2. Sucessoes limitadas . . . . . . . ... L oo
2.2.3. SucessOes convergentes . . . . ... ..o u e e e
2.2.4. Progressao aritmética . . . . . . ... Lo
2.2.5. Progressdao geométrica . . . . . .. ..o
Séries numéricas . . . . ... Lo
2.3.1. Série aritmética . . . . . . ...
2.3.2. Série geométrica . . . .. ..o
2.3.3. Estudo de algumas séries numéricas fundamentais . . . . . . .
2.3.4. Convergéncia de uma série numérica . . . . . . . . . .. .. ..
2.3.5. Séries de termos positivos . . . . ... ..
2.3.6. Séries alternadas . . . ... ... Lo oL
2.3.7. Célculo aproximado da soma de uma série . . . . . .. ... ..
2.3.8. Séries de termos de sinal qualquer ou arbitrario . . . . . . . ..



6 INDICE

2.4. Séries de fungbes . . . . ..o 147
2.4.1. Séries de poténcias . . . . . ... o 149
24.2. Sériesde Taylor. . . . . . .. .. 151
2.4.3. Polinémios de Taylor e de Maclaurin . . . . . . ... ... ... 155

2.5. Exercicios resolvidos . . . . . . .. Lo o 158

2.6. Exercicios propostos . . . . . ... Lo 170

2.7. Solugoes dos exercicios propostos . . . ... ... 175

3. Calculo integral em R 179

3.1. Ointegral indefinido . . . . . . .. .. ... L oL 181
3.1.1. Integrais imediatos e quase imediatos. . . . . . ... ... ... 184

3.2. Métodos de integragdo . . . . . . . ..o 192
3.2.1. Integracao por decomposi¢d0 . . . . . . . . . ... ... .. 192
3.2.2. Integracdo por partes . . . . . . .. ... 193
3.2.3. Integragdo por substituigdo (mudanga de varidavel) . . . .. .. 196

3.3. Técnicas de integragdo . . . . . . . .. ... L oo 198
3.3.1. Integracao de fragbes racionais . . . . . .. . ... ... .... 198

3.3.1.1. Integrais de fragoes racionais cujo grau do polinémio
do numerador é igual ou superior ao do denominador 198
3.3.1.2. Integrais de fragoes racionais cujo grau do polinémio

do numerador é inferior ao do denominador . . . . . . 199

3.3.2. Integracao de produtos de fungoes trigonométricas . . . . . . . 207
3.3.3. Integracao de fungdes irracionais e transcendentes, com recurso

ao método da substituicdo . . . . .. ..o 209

3.4. O integral definido . . . . . . . ... ... L o 215

3.4.1. Propriedades do integral definido . . . . . ... ... ... ... 219
3.4.2. Célculo de integrais definidos através do método da integracao

porpartes . . . . . ... o 219

3.4.3. Célculo de integrais definidos através do método da substituicao 219

3.4.4. Interpretagao geométrica do integral definido . . . . .. . . .. 220

3.4.5. Célculo de areas de regides planas . . . . . . . ... ... ... 221

3.5. O integral impréprio . . . . . . .. ... 224

3.5.1. Integrais impréprios de 1? espécie . . . . . . . ... ... ... 224

3.5.2. Integrais improprios de 2% espécie . . . . . . . ... ... ... 226

3.5.3. Integrais improprios mistos . . . . . . . .. ... 228

3.5.4. Comparagao de uma série de termos positivos com um integral 231

3.6. Exercicios resolvidos . . . . . . .. . Lo o 234

3.7. Exercicios propostos . . . .. ... Lo 293

3.8. Solugoes dos exercicios propostos . . . . . . . ... 303

Anexo 315

Formulario . . . . . . . . . . 317

Bibliografia 329



14 1.1. GENERALIDADES SOBRE FUNGOES

Exemplo 1. Se A = {a, b, ¢} e B = {1, 2, 3}, é possivel obter uma aplicagdo
escrevendo o conjunto {(a, 1), (b,1), (c,3)}.

Contudo, j4 ndo é aplicacdo o conjunto {(a,1), (a,3), (b,2), (¢,3)}, visto o
elemento a de A figurar, simultaneamente, em dois pares distintos.

Também ndo é uma aplicagdo o conjunto {(a, 1), (b,2)}, visto o elemento ¢
de A nao figurar em par algum.

. J

Mas, o mais usual, é recorrer a uma tabela, a um grafico cartesiano, a expressao
designatoéria ou a um diagrama sagital.

A B

Figura 1.1.: Aplicacdo de A em B.

Exemplo 2. A aplicagdo f : A — B, com A = {a, b, ¢} e B = {1, 2, 3}
considerada acima, ou seja, o conjunto {(a,1), (b,1), (¢,3)} pode definir-se
mais abreviada e talvez mais sugestivamente, colocando f(a) =1; f(b) =1;
f(c) = 3, ou através do diagrama

A B

\—T

Figura 1.2.: Diagrama sagital que representa a aplicacdo f de A em B.

Definicao 2. Funcao real de variavel real

Seja f uma funcdo de A em B. Diz-se que f é uma fungio real de varidvel real, (frur),
se ACRe BCR.

Observagao 1. Através de um grafico, pode-se verificar se este é um grafico de uma
funcao fazendo o TESTE DA RETA VERTICAL que consiste em tragar uma reta
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Yy

Contradominio de f

Dominio de f

Figura 1.4.: Grafico, dominio e contradominio de f.

Exemplo 3. Sendo A ={-2,0, 1,2}, B={-4, -2, -1, 0, 4, 8} e
f: A — B, a funcio definida por f(z) = 2? — 2z, tem-se:

e f(-2)=(-2%-2(-2)=4+4=38
. f(0)=(0)"~2(0)=0

« f)=1)°-21)=1-2=-1

« f2)=(2°-2(12)=4-4=0

Assim, a aplicagdo f : A — B, pode definir-se mais abreviada e talvez mais
sugestivamente através de um diagrama por

Figura 1.5.: Diagrama que representa a aplicacdo f de A em B.

O dominio de f é o conjunto Dy = A ={-2, 0, 1, 2}
O conjunto de chegada de f é o conjunto B = {—4, —2, —1, 0, 4, 8}
O contradominio de f é o conjunto CDy = {—1, 0, 8}

Observagao 2. Relativamente ao dominio de uma frur, é necessario ter em atencao
as seguintes situacoes:
e Se f é uma funcao polinomial, f tem dominio R.

e Se f é uma funcao racional, o dominio de f é constituido pelos ntimeros reais
que nao anulam o denominador.
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21

21
Exemplo 5. Considere-se a fror definida por f(z) = h

Como s6 estao definidas raizes quadradas de niimeros reais positivos e
quocientes em que o denominador nao é nulo, o dominio desta fungao é dado
por
Di={zeR: z2-1>20 A z—-2+#0}
={zeR: 22-1>0 A z#2}

A simplificacao deste conjunto implica determinar os valores de = para os quais
setemx2—120,

Tabela 1.2.: Sinal de 22 — 1.

r -00 -1 1 +00
| + 0 - 0 +
Logo,m2—IZOse,esése,x§—1 vV ox>1.
Juntando, agora, as duas condic¢des, tem-se
%
| : -
-1 0 1 2

Figura 1.11.: Dominio de f.

ouseja, Dy ={zeR : z#2 AN(z < -1V x>1)} =]—o00, —1]U[L,2[U]2, +00].

Funcdes polinomiais de grau igual ou inferior a dois

Seja f: D CR — R uma fror.

o Se f é uma funcdo constante, Yz € Dy, f(z) =0, (b€ R), entdo o grafico

de f é a reta horizontal y = b.



34 1.3. FUNQOES TRIGONOMETRICAS E RESPETIVAS INVERSAS

Estas relacoes podem, entao, ser representadas no circulo trigonométrico da seguinte
forma

4 cot(a)

sin(a)

Figura 1.25.: Circulo trigonométrico.

As seis fungbes trigonométricas podem ser definidas em termos do dngulo associado
a um numero real. Assim, considere-se um ponto genérico do circulo trigonométrico,
cujas coordenadas sdo P(cos(a),sin(«)), em que a é o dngulo em radianos que o
segmento de reta [OP] forma com o eixo das abcissas. Fazendo variar continuamente
P ao longo do circulo trigonométrico, associa-se a cada angulo «, o valor da ordenada
de P, formando-se o ponto do plano cartesiano; desta forma obtém-se o grafico da
fungdo seno. O conceito ilustra-se na figura seguinte, onde se marcam alguns pontos
do circulo e os seus correspondestes no grafico.

Figura 1.26.: Associagdo da funcdo seno ao ponto girante P do circulo trigonométrico.

Para as restantes fungoes trigonométricas, o processo € similar ao apresentado para a
fun¢do seno, bastando trocar-se a ordenada de S pela medida associada a funcdo em
estudo e ilustrada no circulo trigonométrico da figura 1.25.

Os gréficos das fungoes seno, cosseno, tangente e cotangente estao representados no
anexo 3.8, bem como algumas propriedades destas fungdes. Nesta seccdo apenas se fez
uma breve introducao a estas funcoes que servem de suporte as fungoes tigonométricas
inversas, a apresentar na seccao seguinte.
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CV

f(a)

1
|
b T

o ~
olb-- =
N < =

Figura 1.43.: Taxa de variagao média.

Quando o ponto (b, f(b)) se aproxima do ponto (a, f(a)), a reta que passa pelos
dois pontos aproxima-se da reta tangente & curva representativa da fungdo no ponto
(a, f(a)). Fazendo b = a + h, e sendo h um infinitésimo, entdo a taxa de variacao
média de f entre a e b = a+ h aproxima-se da taxa instantdnea em a. A reta tangente

tem de equacao
R (O A0

lim —=—=— (x—a) (1.27)

m

O declive da reta tangente esté na origem de um novo conceito matematico, a derivada.

Definigcao 33. Derivada de uma funcdo num ponto

Sejam f : D C R — R e a um ponto interior a D. Chama-se taza de variacdo

instantanea, velocidade ou derivada de f em a, e representa-se por f’(a) ou % ao
a

limite, se existir

1 T f(.%') — f (a)
fia) = Jim == —— (1.28)
ou, fazendo xr — a = h,
oy g flath)—fa)
f'(@) = Jim = (1.29)
Y peta tangente
a b reta secante
1) 7 y=f@)
i@
@ ) "

Figura 1.44.: Derivada de f no ponto de abcissa a.
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2.3. Séries numeéricas

Uma aplicagdo importante das sucessoes consiste em representar "somas infinitas'.
Considere-se, por exemplo, a sucessao dos quadrados encostados representados na

figura 2.9, em que os seus lados estdo em progressdao geométrica de razao %

A
As

lh=4 lb=2 lI3=1
Figura 2.9.: Sucessdo de quadrados encostados.

Varias questoes se podem colocar como, por exemplo:
¢ qual o espago horizontal ocupado por todos os quadrados?
e qual a area de todos os quadrados?

A resposta a estas questdes ja comegou a ser introduzida na secgdo 2.2.5, aquando
do estudo das progressoes geométricas, mas aqui é-se questionado sobre um conceito
novo: a soma de todos os termos de uma sequéncia infinita. Nesta sec¢do, este con-
ceito vai ser estudado de uma forma abrangente, introduzindo-se uma nova entidade
matematica: as séries numeéricas. O estudo das séries numéricas é uma extensdo
ao estudo das sucessoes e serd a ferramenta de suporte para o estudo das séries de
funcoes.

Defini¢ao 60. Sucessdo de somas parciais

Seja {u,}, uma sucessdo numérica. Chama-se sucessio de somas parciais de {u,} &
sucessao {S,} cujo termo geral é a soma dos n primeiros termos da sucesséo.

S1=wu
S =1 Fu, (2.12)

Sp=u;1+us+---+up,,n €N

A soma dos n primeiros termos de uma sucessdo {u,} representa-se pelo operador
somatorio de termo geral u;, em que o indice ¢ varia de 1 a n e indica-se tal como se
segue
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5. Considerem-se dois modelos de crescimento do niimero de ramos de uma planta

que inicia com um ramo.

Modelo 1 em cada nova fase de crescimento sao acrescentados 2 novos ramos

a planta;
1 2 3 4 -

Modelo 2 em cada nova fase sao acrescentados 2 novos ramos a cada ramo da
fase anterior.

1 2 3 4

a) No modelo 1, considere a sequéncia do niimero total de ramos da planta;
i. indique os 5 primeiros termos;
ii. mostre que se trata de uma progressao aritmética;
iii. determine a ordem a partir da qual a planta ultrapassa os 1000 ramos.
b) No modelo 2, considere a sequéncia de novos ramos em cada fase;
i. determine os 5 primeiros termos;
ii. mostre que se trata de uma progressao geométrica;

iii. determine a sequéncia para o nimero total de ramos da planta e a
ordem a partir da qual ultrapassa os 1000 ramos.

6. As espirais da figura 2.18 sdo construidas a partir de tridngulos retangulos is6s-

celes, cujo elemento inicial tem catetos de lado unitario. Na construgao levogira
(a) o cateto de um dado elemento é a hipotenusa do elemento anterior e na cons-
trugdo dextrogira (b) a hipotenusa de um dado elemento é o cateto do elemento
anterior.

(a) (b)

Figura 2.18.: Espirais de tridngulos isosceles: (a) levogira; (b) dextrogira.
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Exemplo 115.
2
Calculo da area da regiao limitada pelas curvas y = % easrtetasz =1,z =3
€ y = O. x2
3 ,.2 1 373 1
x 03
A= —dz=|-——| =|=(Q27-1
| 5= 35], - [ser-)
26 13
= — = —u.a.
> 6 3
| @
7=l

3.4.5. Calculo de areas de regides planas

Considere-se a drea da regido plana limitada pelas fungdes y13 = f(z), y2 = g(x) e
pelas retas © = a e x = b. O integral segundo o eixo das abcissas que permite calcular
o valor da &rea é

b
/ (@) - g(x)] do (3.23)

Yy w = f(z) y“a y1=f(z)p -
T
a y,=g(x)b £ Yo = g(x)
yn Y1 :f('L) y“a b
1 I yl*f(x)l ;x
Ly =g(2) !
a b T y2 = g(z)
Yy
Y1 :f(fﬂ)
x
Y2 = g(z)

Figura 3.4.: Exemplos de regides projetadas sobre o eixo das abcissas.

Analogamente, se se considerar a drea da regido plana limitada pelas funcoes
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sin® x sin’ z sin = (1 — cos? ;1,') .
d) = dr= — dr = —————sinz dx
cos® x cos® x cos® x

sin x cos x
57 cob sinx | dx
cos cos
/—smx cos P x dx—i—/—sinx cos 2z dx
-2
cos™ “x 1 1
4 2
= — + +C=-secx— -sec“z+C
—4 -2 4 2
5 4 2 ,.)\2
cos® & cos* T cos T (cos x)
e) —— drz= | ————dr= [ ——"—cosx dx
sin® x sin® x sin® x
. 2 . .
(1 —sin®z) 1+ sin*z + 2sin? 2z
= [ ———5——cosxdr = —5 cosz dx
sin® x sin® x

1 sin* z 2sin
= —5— cos T dr + —5— COST dr+ 5 cosac dx
sin® x sin® x sin® x
= /sirf2 x cosx dxr + /sinzx cosx dr + Q/COS:U dzx

1 i3 i3

sin"x sin®x . sin
= + +2sinx + C = —cscx+

-1 3

0 [t (2) do— [t ()t () o [ (s (£) ~1) tan (£)
= [Tt ()1 (5) - n (5)] s

x +2sinx + C

= /7sec2 (7) tan (£> d:z:+5/ iSlD (§> dz
3 cos (g)
T
:3tanz(3)+31n’cos(3>‘+0—2tan (%)—i—ln‘cosz)’(%)‘—i—C

g)/cot3 (5x) dax= /cot2 (5z) cot (5x) dx = / (esc® (5z) — 1) cot (5z) dx
= /csc2 (5z) cot (5x) da — [ cot (5z) dx

1 1 5
= f5/75csc2 (5z) cot (5x) dsc5/)s(£s(g5£) dz
1cot? (5 1
= —5COT(I) + In|sin (5z)| + C = ~10 cot? (5x) + In |sin (5z)| 4+ C
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280
4. y=lnz,y=ln(z+2),y=Ind—x)ey=0.
5. y=a2—4dey=—a%+4.
6. y = —x? + 42 — 3 e as retas tangentes & curva nos pontos (0, —3) e (3,0)
T.y=—a2?+2zey=(xv—2)>2
8. y> =2z, 2=2, 2 =0e o0 eixo das abcissas.

Resolucdo:

1. z =2 —y—y? e o eixo das ordenadas.

1
Vértice da pardbola: 2’ =04 —1-2y=0&y = 3 ST = Z, V= <4,2>

Expressao da parabola em ordem a y

11 Yy
r=2—y—19y> e oy +y+§1 1= =2- x=2—y—y2
< ) 9 \
= 1
N
ey=—11, /2 /
Yy 7 4 T P

0

r=0=9y’+y—2=0y=-2Vy=1 .'.I:/ (2—y—y2) dy
-2

2. x2—y:4eoeixodosxx.

Ya Yy = 4y—0:>x —4=0x=-2Ver=2

\ Z A_/22 (a2 —4) dx—[I;Jrllxr_z

7 3] [ o] - 2

3 3
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()

V2

5. /0 ) [(arccosy) — (arcsiny)] dy

dy+/352dy+2/: [(2)_ <1+ yg“)

0
(restringidas as fungdes y = sinx; y = cosx ao intervalo [07 5}

y = cos(x
A N
™
12/4 sinx dx+/7r2 cosz dx
0 4

oo [ [(va) - Go)] o

y=3z I 3z =%
Yy 922 = 9z
92 (x—1)=0
r=0Vazx=1

r=0=y=0
r=1=y=3

2 _
v =9 y=19 < y? =92 z=2
¥
3

y=3r o x=

1= [ a0 - evala= [ [(2)- (5)]w
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N (1) y=—(z—3)°
3 T
af @ 2):y=-2
1) 2 0
N -~ (3 oz
<‘2 . 3 x ( ) Yy = 5
(2) (4) : arco de circunferéncia C (—2,0), r = 2
8
Yy
4
2 (1) : arco de circunferéncia C (0,—4), r =4
aet (2) : arco de circunferéncia C (1,0), r =1
2 4
(3): y= (-2
(k)
Yy
AolB D (1):y=2
KCJ (2) : arco de circunferéncia C (2,2), r = 2
‘ > _ 1)
—2 2 45”(3):;/:2*(9”24)
-2 (4): y=—-2x
E
M
Yy
4 B
1):y=2x+2
2 c (2) : arco de circunferéncia C (0,0), r =1
4 D, (3:z=(y-1
2\ 2%
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CALCULO

Conceitos, Exercicios e Aplicacdes
2.2 Edicdo

Ana C. Meira Castro
Ana Julia Viamonte
Antonio Varejéo Sousa

Sobre a obra

Este livro pretende fornecer aos estudantes dos cursos de Engenharia um texto que seja, simultaneamente,
elementar e rigoroso e que lhes permita aprender os conceitos basicos do calculo infinitesimal e as suas
aplicagoes.

Conscientes da vastiddo de possiveis caminhos a seguir na apresentacao das matérias, os autores optaram
por seguir uma sequéncia simples que tivesse em linha de conta os atuais ajustes dos objetivos da unidade
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