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Exercícios sobre Integrais de Superfície

1.1 Descrição de algumas regiões do plano

Exercício 1.1.1. Faça um esboço da região do plano D = {(x,y) ∈ R
2 : (1 ≤ y ≤

2)∧ (y−1≤ x≤ y + 1)}∪{(x,y) ∈ R
2 : (−2≤ y ≤−1)∧ (−y−1≤ x≤ 1− y)}.

Resolução 1.1.1. Apresentamos na figura 1.1 a região D.
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Figura 1.1: Região D do problema 1.1.1.
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Exercícios sobre Integrais de Superfície

2.1 Superfícies de R
3 projeções e parametrizações

Exercício 2.1.1. Faça um desenho dos sólidos S1 de R
3 tal que S1 = {(x,y,z) ∈R3 :

(0 ≤ y ≤ 1)∧ (y ≤ z ≤ 2y)∧ (2 ≤ x≤ 6)} e S2 = {(x,y,z) ∈ R
3 : (0 ≤ z ≤ 1)∧ (1 ≤ y ≤

2)∧ (z + 1 ≤ y ≤ 2)}. Em seguida s obtenha projeções de S1 em cada um dos planos

coordenados e depois obtenha uma parametrização de cada face de S1. Finalmente

obtenha parametrizações das faces de S2 e as suas projeções em cada um dos planos

coordenados.

Resolução 2.1.1. O sólido S está representada na figura 2.1.
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Figura 2.1: Região W .
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Exercícios sobre Integrais de Superfície

Finalmente, apresentamos na figura 2.16 a projeção de W no plano Oxz.

x
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Figura 2.16: Projeção da região W do problema 2.1.4 no plano coordenado Oxz.

Assim, temos como parametrizações das superfícies S1 e S2 respetivamente as aplica-

ções f1(r,θ) = (1+r cos(θ),rsen(θ),1+r) com (r,θ) = {(r,θ) ∈R2 : (0≤ θ < 2π)∧(0≤

r ≤ 1)} e f2(r,θ) = (1 + r cos(θ),rsen(θ),3− r) com (r,θ) = {(r,θ) ∈ R
2 : (0 ≤ θ <

2π)∧ (0≤ r ≤ 1)}.

Exercício 2.1.5. Considere a superfície S definida através da igualdade

S = {(x,y,z) ∈ R
3 : (z = x)∧ (0 ≤ x ≤ 4)∧ (1 ≤ y ≤ 4)}. Encontre a projeção de S

43



Exercícios sobre Integrais de Superfície

Parametrizar S é fazer a projeção, supondo que essa projeção é uma aplicação

injetiva, de S no plano Oyz e depois escrever r(y,z) = (x(y,z),y,z) ∈ S em

função só de y e z e portanto r(y,z) = (4−y−z,y,z) com (y,z) ∈D = {(y,z) ∈

R
2 : (0≤ y ≤ 4)∧ (0≤ z ≤ 4−y)}. Representamos o domínio da parametrização

r na figura 2.28.
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Figura 2.28: Domínio da parametrização r.
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2.2 Integrais de superfície de funções escalares so-

bre superfícies

Exercício 2.2.1. Considere a função f :R2 7→R tal que f(x,y) = 3 y2√
1+4y2

. Calcule o

integral
∫ ∫

S1
fdS onde S1 = {(x,y,z)∈R3 : (−1 < x < 1)∧(−1 < y < 1)∧(z = 2+y2)}.

Resolução 2.2.1. Apresenta-se a representação gráfica da superfície S na figura 2.31.
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z

O

x y

r(x,y) = (x,y,z(x,y)) = (x,y,2 + y2)

1 1

Figura 2.31: r(x,y) = (x,y,2+y2) com (x,y)∈D = {(x,y)∈R2 : (−1≤ x≤ 1)∧(−1≤
y ≤ 1)}.
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Exercícios sobre Integrais de Superfície

Exercício 2.2.3. Considere a superfície esférica S1 centrada em (2,0,2) de raio 2.

Obtenha o valor do integral
∫ ∫

S1
zdS.

Resolução 2.2.3. Considere-se a superfície esférica S1 de raio 4 apresentada na

figura 2.32.
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Figura 2.32: Superfície esférica (x−2)2 + y2 + (z−2)2 = 4.
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x
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r(x,y) = (x,y,2 + x2 + y2)

x y

N(0,0)

2

Figura 2.37: r(x,y) = (x,y,2 + x2 + y2).

Assim, temos que

∫ ∫

S1
F ·dS =

∫ ∫

D
F (r(x,y)) ·N(x,y)dydx

=
∫ ∫

D
(x,y,2 + x2 + y2−x2− y2)|(−2x,−2y,1)dydx =

∫ ∫

D
(−2x2−2y2 + 2)dydx

=
∫ ∫

D
(−2(x2 + y2) + 2)dydx = 2

∫ 2π

0

∫ 1
0 (−r2 + 1)rdrdθ

= 2
∫ 2π

0

∫ 1
0 (−r3 + r)drdθ = 2

∫ 2π

0

(

− r4

4 + r2

2

)

|10dθ

= 2
∫ 2π

0

(

−1
4 + 1

2

)

dθ = 2
∫ 2π

0
1
4dθ = 1

2θ|2π
0

= 1
22π = π.
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Exercícios sobre Integrais de Superfície

Resolução 2.3.4. Apresentamos na figura 2.39 a região E.

x

y

z

O

Figura 2.39: Região E.

Assim, como SE é uma região elementar simétrica de R
3 e F é um campo de classe

C1 em R
3 então pelo Teorema de Gauss concluímos que

∫ ∫

SE

F ·dS =

∫ ∫ ∫

E

div Fdydzdx.
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Cálculo Integral

Começamos por apresentar um esboço de S1 na figura 2.41.

x

y

z

O

~N(r,θ)

Figura 2.41: Region S1.

Considere-se a parametrização r de S1, definida por r(x,y) = (6,y,z) com

(y,z) ∈D = {(y,z) ∈ R
2 : (y2 + z2 ≤ 1)∧ (−1≤ z ≤ 0)}

e, portanto obtemos os seguintes cálculos:
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Cálculo Integral

Resolução 2.3.10. Na figura 2.43 apresenta-se a figura S1.
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Figura 2.43: Superfície S1 é a reunião das faces do sólido W.

Visto que a superfície S1 e o Campo F verificam as condições do Teorema de Gauss en-

tão pelo Teorema de Gauss, concluímos que:
∫ ∫

S1
F ·dS =

∫ ∫ ∫

W
Div F(x,y,z)dzdydx

onde W = {(x,y,z) ∈R
3 : (0≤ x≤ 1)∧ (2≤ z ≤ 3)∧ (0≤ y ≤ 4− z)}. Como

Div F(x,y,z) =
∂

∂x
(xy2) +

∂

∂y
(
y3

3
) +

∂

∂z
(zy2)

= y2 + y2 + y2 = 3y2
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Cálculo Integral

Resolução 2.3.11. Apresenta-se a superfície S na figura 2.44.
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Figura 2.44: Superfície S.

Considere-se a parametrização r de S definida por

r(x,y) = (x,y,
√

x2 + y2)

com (x,y) ∈D = {(x,y) ∈ R
2 : (1≤

√

x2 + y2 ≤ 4}. Assim, temos que:

Tx(x,y) =
∂r

∂x
(x,y) = (1,0,

x
√

x2 + y2
)

e

Ty(x,y) =
∂r

∂y
(x,y) = (0,1,

y
√

x2 + y2
).
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Cálculo Integral

Resolução 2.3.12. Visto que a projeção de S1 no plano Oxy na direção de Ox é a

região D e é feita de um modo injetivo podemos portanto considerar a parametrização

r de S definida por r(x,y) = (x,y,x)com (x,y) ∈D onde D = {(x,y) ∈ R
2 : (0 ≤ x ≤

1)∧ (0 ≤ y ≤ 2x)}. Assim, considerem-se os seguintes cálculos: Tx(x,y) = (1,0,1) e

Ty(x,y) = (0,1,0). E, portanto

~N(x,y) =
−→
Tx(x,y)×−→Ty(x,y)
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Então temos que N(x,z) = (−1,0,1). Assim, concluímos que:

∫ ∫

S1

F ·dS =

∫ ∫

D

F (r(x,y)) ·N(x,y)dydx

=

∫ 1

0

∫ 2x

0
F (x,y,x) · (−1,0,1)dydx

=

∫ 1

0

∫ 2x

0
(x2,y3,2x) · (−1,0,1)dydx
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Exercícios sobre Integrais de Superfície

Resolução 2.3.14. Apresentamos na figura 2.48 a superfície S.

x

y

z

O

Figura 2.48: Superfície SW .

Temos agora que, relembrando que F (x,y,z) = (x4z2,y4z2,z),

divF = 4x3z2 + 4y3z2 + 1.

109



Exercícios sobre Integrais de Superfície

Exercício 4.1.16. Sejam SW a superfície que é fronteira do sólido W = {(x,y,z) ∈

R
3 : 2+y2 +z2 ≤ x≤ 10−y2−z2} orientada com a normal exterior e F : R3 7→R

3 o

campo vetorial tal que F (x,y,z) = (x,y,z). Calcule o valor do integral I =
∫ ∫

Sw
F ·dS.

Exercício 4.1.17. Considere a superfície S = {(x,y,z) ∈R3 : (z = y2−4y +6)∧(0≤

x≤ 2)∧ (0 ≤ y ≤ 2)} e a função escalar f : R3 7→ R : f(x,y,z) = xy√
1+4(y−2)2

. Calcule

I =
∫ ∫

S
fdS. Apresenta-se na figura 4.3 o desenho de S.

x

y

z

O

2
2

r(x,y) = (x,y,y2−4y + 6)

6

Figura 4.3: Superfície S,D = {(x,y) ∈ R
2 : (0≤ x≤ 2)∧ (0≤ y ≤ 2)}.

Exercício 4.1.18. Sejam C o bordo da superfície S = {(x,y,z)∈R3 : (y+z = 4)∧(0≤

x≤ 4)∧(0≤ y≤ 4)} orientada tal como indica na figura 4.4 e o campo F :R3 7→R
3 tal

que F (x,y,z) = (z,x,y) para (x,y,z) ∈ R
3. Calcule

∮

C
F ·dr recorrendo ao Teorema

135
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