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Exercicios sobre Integrais de Superficie

1.1 Descricao de algumas regioes do plano

Exercicio 1.1.1. Faca um esbogo da regiio do plano D = {(z,y) € R? : (1 <y <

QA(y—1<z<y+1)}U{(z,y) eR?: (—2<y<-1A(—y—1<z<1-y)}

Resolugao 1.1.1. Apresentamos na figura 1.1 a regidgo D.

yA
2 ------- 1 1
(y4Ly) : ,
H (y+1,y)
1 : : :
0 ! 2 I
i/,y)

Figura 1.1: Regiao D do problema 1.1.1.

13



Exercicios sobre Integrais de Superficie

2.1 Superficies de R? projecoes e parametrizacoes

Exercicio 2.1.1. Faga um desenho dos sélidos S1 de R? tal que Sy = {(x,y,2) € R3:
O<y<DA(<z<2A2<2<6)} e So={(2,9,2) ER3: (0<2<)A(1<y<
2)A(z+1<y<2)}. Em seguida s obtenha projecoes de S1 em cada um dos planos
coordenados e depois obtenha uma parametrizacio de cada face de Si. Finalmente

obtenha parametrizacoes das faces de So e as suas projegoes em cada um dos planos

coordenados.

Resolugao 2.1.1. O sélido S estd representada na figura 2.1.

PGPS

’

Figura 2.1: Regiao W.
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Exercicios sobre Integrais de Superficie

Finalmente, apresentamos na figura 2.16 a projecgo de W no plano Oxz.

Figura 2.16: Projecao da regidao W do problema 2.1.4 no plano coordenado Oxz.

Assim, temos como parametrizacoes das superficies Sy e So respetivamente as aplica-
¢oes f1(r,0) = (1+rcos(0),rsen(0),14+7) com (r,0) = {(r,0) eR?: (0 <0 <2m)A(0<
r <1} e fa(r,0) = (1 +rcos(d),rsen(d),3 —r) com (r,0) = {(r,§) e R?: (0 <0 <

2 A (0 <7 < 1)}

Exercicio 2.1.5. Considere a superficie S definida através da igualdade

S={(r,y,2) ER3: (2 =2)A (0 <2 <4)A(1 <y <4)}. Encontre a projecio de S
43



Exercicios sobre Integrais de Superficie

Parametrizar S € fazer a projecio, supondo que essa projecdo € uma aplicagdo
injetiva, de S mo plano Oyz e depois escrever r(y,z) = (x(y,2),y,2) € S em
fungio sé dey e z e portanto r(y,z) = (4—y—z,y,2z) com (y,z) € D={(y,2) €
RZ:(0<y<4)A(0<z<4—15)}. Representamos o dominio da parametrizacio

r na figura 2.28.

(y74_y)

[ S
A

Figura 2.28: Dominio da parametrizacao r.
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Célculo Integral

2.2 Integrais de superficie de fungoes escalares so-

bre superficies

2
Exercicio 2.2.1. Considere a funcio f:R? — R tal que f(x,y) = 3\/%. Calcule o
Y

integral [ [ fdS onde S1={(z,y,2) ER3: (~1<ax <A (-1<y<1)A(z=2+y?)}.

Resolugao 2.2.1. Apresenta-se a representacdo grafica da superficie S na figura 2.31.

z

A

Figura 2.31: 7(z,y) = (z,9,2+y?) com (z,y) € D ={(2,y) eR?: (-1 <z <1)A(-1<
y<1)}.
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Exercicios sobre Integrais de Superficie

Exercicio 2.2.3. Considere a superficie esférica Si centrada em (2,0,2) de raio 2.

Obtenha o valor do integral ff51 2dS.

Resolugao 2.2.3. Considere-se a superficie esférica S1 de raio 4 apresentada na

figura 2.32.

Figura 2.32: Superficie esférica (z —2)%2 +4% + (2 —2)? = 4.
63



Exercicios sobre Integrais de Superficie

r(z,y) = (z,y,24+ 2% +y?)

Figura 2.37: r(z,y) = (v,y,2 + 22 +y?).

Assim, temos que

[ Js, F-dS=[ [, F(r(z,y)) N(z,y)dydx
= [ [p@y.2+2? +y* — 2? —y?)|(—2z, -2y, 1)dydz = [ [, (—22% — 2y* + 2)dydz
= [ [p(=2(? +y?) + 2)dydz =2 [77 [ (—r?+1)rdrdd
=2 f7 o (=r3 4 r)drdo =2 [ (=% + % ) |bao
2m 1 2m | 1lp2n
(143 do=2 27 das = Do

_ 1 _
f227rf7r.
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Exercicios sobre Integrais de Superficie

Resolugao 2.3.4. Apresentamos na figura 2.89 a regigo E.

Figura 2.39: Regiao E.

Assim, como Sg é uma regido elementar simétrica de R e F é um campo de classe

C! em R3 entdo pelo Teorema de Gauss concluimos que

// F-dS:/// div Fdydzdzx.
Sg E
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Célculo Integral

Comegamos por apresentar um esbogco de S1 na figura 2.41.

Figura 2.41: Region 5.

Considere-se a parametrizagio v de S1, definida por r(x,y) = (6,y,2) com

(y,2) eD={(y,2) e R?: (12 + 22 <1)A (-1 < 2<0)}

e, portanto obtemos os sequintes cdlculos:

2 (y,2) = (0,1,0), 9% (y,2) = (0,0,1)

ik
— —
Sy xFEw2a=]0 1 0

=1i+0j+k.
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Calculo Integral

Resolugao 2.3.10. Na figura 2.43 apresenta-se a figura St.

Figura 2.43: Superficie S é a reunido das faces do sélido W.

Visto que a superficie S1 e o Campo F verificam as condicoes do Teorema de Gauss en-
tao pelo Teorema de Gauss, concluimos que: ffsl F-dS= [ [ [, Div F(x,y,z)dzdydx

onde W = {(z,,2) ER3: (0<z<1)A(2<2<3)A(0<y<4—2)}. Como



Calculo Integral

Resolugao 2.3.11. Apresenta-se a superficie S na figura 2.44.

Figura 2.44: Superficie S.

Considere-se a parametrizacdo v de S definida por
r(z,y) = (z,y, Va2 +y?)
com (x,y) € D= {(x,y) € R?: (1 < /a2 +1y2 <4}. Assim, temos que:

or
Tm(fl’},y) = %(xay) = (1707

Nz

or
Ty(fl’,’,y) = 6_y(x7y) = (0717 \/TW)
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Célculo Integral

Resolugao 2.3.12. Visto que a projecio de S1 no plano Oxy na direcgo de Ox € a
regidgo D e ¢ feita de um modo injetivo podemos portanto considerar a parametrizacdo
r de S definida por v(z,y) = (z,y,z)com (z,y) € D onde D = {(x,y) €R?: (0<z <
A0 <y <2x)}. Assim, considerem-se os sequintes cdlculos: Ty(x,y) = (1,0,1) e

Ty(xz,y) = (0,1,0). E, portanto

- = =
N(xvy) = Tai(xay)XTy(xay)
i j ok
= 1 0 1
0 1 0
01| |1 1| |1 0],
= 71— J+ k
1 0 0 0 0 1
= —1i+0j+1k.

Entao temos que N(x,z) = (—1,0,1). Assim, concluimos que:

/ /SlF'dS = / /DF(T(%Z/))'N(x,y)dydx

1 2z
/ / F(z,y,x)-(—1,0,1)dydx
o Jo

1 2z
/ / (z2,33,22) - (—1,0,1)dydx
0o Jo
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Exercicios sobre Integrais de Superficie

Resolugao 2.3.14. Apresentamos na figura 2.48 a superficie S.

Figura 2.48: Superficie Sy .

Temos agora que, relembrando que F(x,y,z) = (x*22,y*22,2),

divF = 42322 + 4322 + 1.

109



Exercicios sobre Integrais de Superficie

Exercicio 4.1.16. Sejam Sw a superficie que é fronteira do sélido W = {(z,y,z) €
R3:24y2 422 <2 <10—15y2% — 22} orientada com a normal exterior e F:R3 —R3 o

campo vetorial tal que F(xz,y,z) = (z,y,2). Calcule o valor do integral I = ffsw F.ds.

Exercicio 4.1.17. Considere a superficie S = {(z,y,2) ER3: (z =y?> —4y+6) A (0 <
r<2)A0<y<2)} ea fungio escalar f:R3—=R: f(x,y,2) = —2—. Calcule

V1+4(y—2)2°
I'= [ [qfdS. Apresenta-se na figura 4.3 o desenho de S.

) = (z,y,y*> —4y+6)

Figura 4.3: Superficie S,D = {(z,y) € R?2: (0< 2 <2)A(0<y < 2)}.

Exercicio 4.1.18. Sejam C o bordo da superficie S = {(x,y,2) €ER>: (y+2=4)A(0 <
x <4)A(0<y<4)} orientada tal como indica na figura 4.4 e o campo F : R3 — R3 tal

que F(x,y,2) = (z,2,y) para (z,y,2z) € R®. Calcule §0F~dr recorrendo ao Teorema
135
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