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movimento, que é normalmente usado ao invés do tempo verdadeiro,
como, por exemplo, uma hora, um més ou um ano” [2].

E, desde j&, oportuno abordar o conceito de sistema multicorpo ou sistema
de corpos multiplos, bem como alguns campos de aplicacdo. Assim, de
uma forma simples e inclusiva, um sistema mulficorpo pode ser definido
como um conjunto de corpos rigidos e/ou flexiveis, constrangidos por
juntas cinemdaticas, atuados por forcas e/ou momentos, e que descrevem
deslocamentos lineares e angulares de grande amplitude. As juntas
cinemdticas dos sistemas multicorpo promovem a interligacdo entre os
corpos, restringindo alguns dos seus movimentos relativos. As forcas e os
momentos, que sdo aplicados ao sistema, podem resultar da acdo de
molas, de amortecedores e de atuadores, ou ainda de um conjunto de
acodes externas, como, por exemplo, a forca gravitica, as forcas relativas
ao contfacto entre os corpos e as forcas que resultam da interacdo do
sistema com o meio envolvente. Na figura 1.1. ilustra-se uma representacdo
genérica e abstrata de um sistema multicorpo bidimensional.

Corpo

| Forga
flexivel

gravitica

Junta de
rotacéo

Junta de rotagéo
com folga

Corpo 3

Contacto

Atuador

Figura 1.1. Representacdo genérica e abstrata de um sistema multicorpo.

As metodologias de sistemas multicorpo permitem, de uma forma
elegante e eficiente, modelar, simular, analisar e otimizar problemas
relacionados com a din@mica de sistemas mecdnicos nos mais diversos
contextos, tais como, por exemplo, maquinas € mecanismos, robds e
manipuladores, veiculos e sistemas de veiculos, sistemas biomecdanicos,
reconstituicdo de acidentes rodovidrios, etc. Na figura 1.2. concretizam-
-se alguns destes exemplos de aplicacdo, em que se faz uso extensivo da
dindmica de sistemas multicorpo.

26 DA DINAMICA DE SISTEMAS MULTICORPO



pelo musculo b|'<:eps6 para que o sistema biomecdnico se mantenha
naqguele estado. Atendendo a que o modelo estd em equilibrio estatico,
isto &, ndo existe nenhuma forca desbalanceada, pode concluir-se que
ndo hd aceleracdo no sistema. Assim, pode faciimente observar-se
gue o equilibrio de forcas e de momentos é efetivo, pelo que é possivel
escrever a seguinte equacdo de equilibrio de momentos em relacdo a
articulacdo do cotovelo

Sz, =0=f x3-15x24=0=f =120N.

115N

Figura 2.4. Braco humano em situagao de equilibrio estatico.

O francés André-Marie Ampere (1775-1836) foi quem primeiramente
se referiu & cinemdtica’ descrevendo-a como a ciéncia que abrange
os diversos tipos de movimento independentemente das forcas que os
produzem. De facto, Ampére reconheceu a possibilidade de estudar o
movimento de sistemas mecdnicos, sem ter em linha de conta as forcas
gue Ihe ddo origem. Na verdade, a cinemdtica visa estudar a posicdo, a
velocidade e a aceleracdo dos corpos, ao longo do fempo, constituindo
um pilar bastante Util na andlise e sintese de mecanismos, bem como no
estudo din@mico de sistemas mecdanicos, em particular no que concerne
a dindmica inversa.

6 Biceps é o musculo responsdvel pela flexdo na articulagcdo do cotovelo, permitindo a
elevacdo da mdo em direcdo ao rosto.

7 A palavra cinemdtica é de origem grega e significa algo relativo a movimento.
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100N o2

CG

Figura 2.6. Dinamica direta de um corpo isolado sujeito a uma forca aplicada de 100 N que atua
no seu centro de gravidade.

Por seu lado, a andlise dinGmica inversa diz respeito & determinacdo das
acdes que ddo origem a um determinado movimento. A figura 2.7. refere-
-se ao problema do cdlculo das reacdes articulares que atuam na anca
de uma coxa do corpo humano, uma vez conhecido o seu movimento,
isto €, as aceleracdes lineares e angular do centro de gravidade, assim
como as acoes atuantes na articulacdo do joelho. Deste modo, tratando-
-se de um problema de din@mica inversa vem que

S =ma, =f +20=4,8x2=f =-10,4N
S =ma, =f —4,8x9,81+50=4,8x4=f =16,29N

Z‘L’CG =Ja., = 20%x0,15+50x0,25+10,4%x0,1-16,29x0,2-10+7 =-1x3
=7r=-6,28N-m.

<t

fX
m=4,8kg
‘ J=1kg'm?

4 m/s?

2 m/s?
D

3 rad/s?
mg 50 N

{
10 N-m\\rzoN 1)
250 | X

100

150

200

Figura 2.7. Dinamica inversa de uma coxa do corpo humano, sendo conhecido o movimento do
centro de gravidade e as acdes na articulagdo do joelho.
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(a) (b)
Figura 3.3. (a) Translacao retilinea; (b) Translacéo curvilinea.

No movimento plano de rotacdo, cada ponto de um corpo rigido
permanece a uma distncia constante do eixo de rotacdo enquanto
aquele movimento acontece (cf. figura 3.4.). Deve notar-se que o eixo de
rotacdo é perpendicular ao plano do movimento.

o Junta de rotacdo
® Ponto de um corpo

Figura 3.4. Movimento de rotagéo.

No movimento geral ou misto coexistem as carateristicas associadas aos
movimentos de translacdo e de rotacdo. Uma roda que descreve
rolamento purom, isto &, rola sem escorregar sobre a superficie de contacto
com o solo, € um exemplo de um corpo que realiza movimento do tipo
geral ou misto (cf. figura 3.5.).

Figura 3.5. Movimento geral de uma roda em rolamento puro, o qual € decomposto na soma
de um movimento de translagdo com um movimento de rotagao.

19 Rolamento puro é, por definicdo, um movimento que pode ser decomposto numa
translacdo e numa rotacdo.
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4(4-1
New :%:6-

Estes seis centros instantGneos de rotfacdo sdo designados pelos seguintes
simbolos O,,, O0,,,O,,, O,,, O,, e O,,. Deve notar-se que, por exemplo, O,,
tem o mesmo significado que O,,,.

A localizacdo dos centros instant@neos de rotacdo pode ser feita por
inspecdo do sistema, pela aplicacdo do teorema dos trés centros e pelo
teorema da normal comum. Na maioria dos casos, os centros instanténeos
de rotacdo podem ser localizados por simples observacdo do sistema
em causa (cf. figura 3.7.).

0,— 0

Oy

Ak

1 1

Figura 3.7. Localizacdo de centros instantaneos de rotacao por simples inspecéo do sistema
em analise.

O teorema dos trés centros, ou de Aronhold-Kennedy, estabelece que
quando trés corpos apresentam movimento relativo, entdo existem trés
centros instanténeos de rotacdo situados na mesma linha reta. Por seu
lado, o teorema da normal comum diz que o centro instantGneo de
rotacdo de dois corpos em contacto direto num ponto, se situa na normal
comum aos dois corpos. Estes dois teoremas sdo, em geral, aplicados
conjuntamente (cf. figura 3.8.).

03— 00

03— 00

Figura 3.8. Aplicacdo conjunta dos teoremas de Aronhold-Kennedy e da normal comum para
a localizagao do centro instantaneo de rotagao O, ,.
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3.3. ANALISE CINEMATICA
De entre os vdrios métodos que permitem efetuar a andlise cinemdatica
de sistemas mecdnicos destacam-se os seguintes:

» Método algébrico,

« Método da decomposicdo do movimento,

« Método das projecdes das velocidades,

o Método dos centros instanténeos de rotacdo.

O método algébrico consiste na deducdo de uma expressdo analitica,
gue traduz a posicdo geométrica de um determinado corpo do sistema
em causa, em funcdo das suas principais carateristicas, tais como, por
exemplo, comprimentos e dngulos. Considere-se 0 mecanismo biela-mani-
-vela com corredica, representado na figura 3.10., em relacdo ao qual se
pretende deduzir as expressdoes que traduzem a posicdo, a velocidade e a
aceleracdo da corredica, sabendo que o dngulo de rotacdo da manivela
é dado por

0=t (3.19)

sendo que w, representa a velocidade angular da manivela, a qual €
considerada constante.

Figura 3.10. Mecanismo biela-manivela com corredica.

Da andlise da figura 3.10. pode escrever-se que
X =rcosé+/cose (3.20)
em que 0 é a varidvel independente.

Da aplicacdo da lei dos senos ao mecanismo biela-manivelaresulta que

r p—
seng send

:>sengo=§sen9 (3.21)
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3.4. ANALISE DINAMICA

Quando, na andlise dinGmica de sistemas mecdnicos, as forcas associadas
dacdo da gravidade e aos efeitos de inércia sdo diminutas pode efetuar-
-se um estudo baseado no equilibrio estdtico, sem que o rigor da andlise
dairesultante seja significativamente penalizado.

A andlise estdtica assenta na construcdo de diagramas de corpo livre de
cada um dos elementos, ou de um conjunto de elementos, que constituem
o sistema mecdnico. Subsequentemente, a cada diagrama é aplicado
o principio do equilibrio estdtico, ou seja, tem de ser nula a soma vetorial
de todas as forcas e de todos os momentos que atuam nos corpos. Esta
simultaneidade das condicdes de equilibrio estdtico é expressa pelas
seguintes equacoes

>f=0 (3.49)
> 7=0 (3.50)

ou seja, é nula a soma vetorial das forcas e dos momentos atuantes no
sistema em causa, isto &€, ndo hd aceleracdo.

Considere-se 0 mecanismo biela-manivela com corredica, em que se
desprezam os efeitos da acdo da gravidade e inerciais, fal como se ilustra
na figura 3.16. Assim, admitindo que é aplicada uma forca externa na
corredica, representada pelo simbolo f, naquela figura, pretende-se
determinar o momento, r, que atua na manivela para que o sistema se
mantenha em equilibrio estdtico.

4]

7777777777777
1

Figura 3.16. Mecanismo biela-manivela com corredica utilizado na aplicacao do principio do
equilibrio estatico.

Para a resolucdo deste fipo de problemas, o primeiro passo consiste na
elaboracdo dos diagramas de corpo livre de cada um dos elementos
que constitui o mecanismo biela-manivela, tal como se ilustra nas
representacoes da figura 3.17.
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5.2. DESLOCAMENTOS E TRABALHOS VIRTUAIS

E sabido que um deslocamento real é aquele que os corpos realizam num
intervalo de tempo df, de acordo com as equacdes do movimento do
sistema mecdnico em causa. Os deslocamentos reais elementares sdo,
em geral, representados da seguinte forma dr .

Por seulado, um deslocamento virtual™, ou imagindrio, € um deslocamento
de uma posicdo sobre uma superficie de restricdo, até uma outra posicdo
infinitamente proxima, situada também sobre a superficie de restricdo.
Um deslocamento virtual ocorre sem que haja variacdo do instante de
tempo. Os deslocamentos virtuais sdo compativeis com as restricdes do
sistema, sendo frequentemente representados pela seguinte notacdo &r .
O simbolo § foi introduzido por Lagrange para enfatizar o cardter virtual
daquela variacdo, e nada tem a ver com diferenciacdes ou quantidades
elementares.

A figura 5.3. diz respeito a representacdo de uma superficie de restricdo
gue se move com uma velocidade 0. Ainda nesta figura estd repre-
sentado o deslocamento virtual, &r , do ponto P até & posicdo P’, o qual
acontece no mesmo instante de tempo, bem como o ponto P’ na
superficie de restricdo, quando esta evolui do instante t para o instante
t+dt. Com efeito, a trajetdria de P até P’ representa, de facto, o deslo-
camentoreal, dr.

Posigao da superficie de
restrigdo moével no
instante t+dt

Posigao do ponto correspondente
ao ponto P onde a superficie de
restricdo chega no instante t+dt

udt

\ Deslocamento infinitesimal que
a superficie de restricao efetua
devido ao seu movimento com
velocidade U

Posicao da superficie de
restrigdo mével no
instante t

O(x,y,t)=0

Figura 5.3. Deslocamento virtual numa superficie de restricdo movel.

36 Otermo virtualsignifica que o deslocamento ndo é necessariamente um deslocamento
real associado a evolucdo do tempo, e que o deslocamento ndo estd relacionado
com a aplicagcdo de forcas ao sistema.
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f=ma (6.9)

A lei do movimento de rotacdo de Euler para um corpo rigido pode ser
reescrita na sua forma mais convencional do seguinte modo

T=Jg0 (6.10)

onde T representa a soma dos momentos atuantes e dos momentos
das forcas em relacdo ao centro de gravidade do corpo, J., denota
o momento mdssico de inércia do corpo relativamente ao centro de
gravidade e a é a aceleracdo angular do corpo.

Euler, ao alargar as fronteiras da segunda lei de Newton, infroduziu o
conceito de orientacdo, tal como acontece no caso do movimento de
um navio, em que as oscilacdes causadas pelas ondas inviabilizam a
utilizacdo do conceito de ponto material para descrever o movimento
realizado pelo navio. Euler foi incentivado, por Johann Bernoulli'”’, a
investigar sobre a dindmica de navios. Para Euler, era evidente que o
movimento de um navio ndo poderia ser estudado d luz da abordagem
de Newton, ou seja, os navios ndo deveriam ser modelados como pontos,
pois, caso assim sucedesse, 0s movimentos de rotacdo ou oscilacdo em
forno dos eixos que passam no centro de gravidade do navio ndo
enfrariam em consideracdo. Euler propds que o movimento de um navio
incluisse, de forma perfeitamente independente, movimentos de
franslacdo e de rotacdo (cf. figura 6.2.)

Heave

Figura 6.2. Possiveis movimentos de um navio no espaco tridimensional, ou seja, existem trés
movimentos de translagao e trés movimentos de rotagao.

44 Johann Bernoulli (1667-1748) foi um matemdtico suico, de quem Euler foi discipulo, e que
tinha particularinteresse no estudo da forma que as velas dos navios adquiriam quando
acionadas pelo vento. Foi neste contexto que Euler apresentou o conceito de corpo
rigido para descrever o movimento de navios, e que foi enunciado na obra “Scientia
Navalis". Euler intfroduziu também o conceito de centro instanténeo de rotacdo.
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Um corte criterioso e bastante Util do péndulo duplo é aquele que se
representa na figura 6.7., donde resultam trés elementos, nomeadamente
dois corpos e um suporte ou apoio. Nesta figura estd, de facto, a
materializacdo no que se refere aos diagramas de corpo livre™ das barras
qgue compdem o péndulo duplo.

Figura 6.7. Exemplo de corte ou divisdo do péndulo duplo criterioso e vantajoso do ponto de
vista da analise dinamica.

Aplicando as equacdes de Newton-Euler aos corpos 1 € 2 da figura 6.7,
resulta o seguinte conjunfo de equcn(;ées49

M =~4 4 (6.16)
my,=-4-4,-mg (6.17)

=1, h ! h 6.18
Jﬂ]:—A§sen€]+/12§cos€]+ﬂ€§sen&—/14§COSQ (6.18)
mgj('Q 2/13 (6]9)

m,y, =4,-m,g (6.20)

J,6, =23%sen02—/14%cos€2 (6.21)

48 Arepresentacdo do suporte ou apoio, vulgo fixe, ndo &, na verdade, um diagrama de
corpo livre, uma vez que aquele tem massa infinita e aguenta ou suporta, por definicdo,
forgas de magnitude infinita.

49 Deve relembrar-se da importdncia extrema em se considerar e definir um referencial
inercial adequado antes de proceder & aplicacdo das leis do movimento de Newton-
-Euler.
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generalizadas, dai esta abordagem ser, por vezes, chamada formulacdo
em coordenadas minimas.

Um exemplo simples e genérico da utilizacdo de coordenadas
generalizadas é o que se refere d localizacdo geogrdfica de uma sala
de aulas no Campus de Azurém sobre a superficie da Terra. Aguela
localizacdo é dada por (41°27'6,85'"; 8°17'33,19""), uma vez que um
qgualquer elemento situado sobre uma superficie conhecida requer
apenas de duas coordenadas, ou par@metros, para definir completa e
univocamente a sua posicdo no espaco. A Terra é considerada como
sendo uma esfera, que roda uma volta por dia. Assim, um qualguer ponto
situado no espaco fridimensional associado a superficie da Terra pode
ser definido por trés coordenadas x, y e z, que correspondem aos frés
graus de liberdade que o ponto tem naquele espaco. No entanto, no
caso da superficie da Terra, sdo necessdrias e suficientes apenas duas
coordenadas, nomeadamente, alatitude e alongitude, tal como seilustra
na figura 7.1. Este facto é verdadeiro, para o caso do elemento estar
constrangido a mover-se na superficie terrestre, ndo contemplando saltos,
VOOS ou mergulhos.

Latitude

Longitude
Figura 7.1. Localizacdo de um objeto situado sobre a superficie terrestre.
Do que acaba de ser exposto surge a seguinte pergunta:

e O que é uma coordenada generalizada no &mbito da dinédmica
de sistemas mecdnicos?

Para dar resposta a esta pergunta central, considere-se, por exemplo,
o péndulo simples representado na figura 7.2. A configuracdo deste
sistema pode ser definida pelo seguinte conjunto de coordenadas, ditas
coordenadas de centro de massa ou absolutas,
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anteriormente, a varidvel x, ndo seria uma boa escolha para co-
ordenada generalizada do sistema, uma vez que para um dado valor
de x,, 0 péndulo simples pode assumir duas configuracdoes distintas, e,
concomitantemente, ndo define, de forma univoca, a configuracdo
do sistema. A figura 7.3. evidencia esta circunstancia, na qual o sistema
adquire duas posicdes distintas para um Unico valor de x,. Em suma, esta
varidvel ndo deve ser selecionada para coordenada generalizada. A
mesma andlise & vdlida para a coordenada y,. Deve, pois, salientar-se que
aidentificacdo e selecdo das coordenadas generalizadas deve garantir
gue a configuracdo do sistema é definida de forma completa e univoca.

(x4, ¥1)

X4

Figura 7.3. Péndulo simples, em que o mesmo valor de x, origina duas solucdes.

Considere-se um outro sistema, designadamente, o mecanismo de quatro
barrasilustrado na figura 7.4., o qual apresenta um grau de liberdade. Por
conseguinte, para este mecanismo € necessdaria uma, € uma so,
coordenada generalizada independente, que naquela representacdo,
podeseréd,, 6, 6,0u ¢, sendo que esta escolha & perfeitamente arbitraria.

Figura 7.4. Representacao do mecanismo de quatro barras.

146 DA DINAMICA DE SISTEMAS MULTICORPO



do péndulo duplo, pois, no primeiro caso a massa € constante e, no
segundo, a inércia é varidvel.

/
Na direcéo de aplicago da forga f, o

sistema tem mais inércia, pelo que é
mais dificil mové-lo nesta diregao

'\ O péndulo tem menor inércia se se atuar
na diregéo de f,, pelo que f;> f, para se
movimentar o sistema do modo similar

Figura 7.8. Influéncia da inércia do péndulo duplo na resisténcia ao movimento.

Tendo em vista analisar o movimento do péndulo duplo, considere-se a
figura 7.9., a qual se refere a configuracdo inicial do sistema. Nesta
representacdo, as barras 1 e 2 estdo alinhadas na posicdo horizontal,
sendo que o sistema é largado desta posicdo com velocidades nulas. O
péndulo é acionado pelo efeito da gravidade.

m, =m, = 0,1255 kg Jy = J, = 0,00041833 kgm?

1 my, J, B 2 my, J,
Fa_Y O

A A O e

200 | 200

Y
R

Figura 7.9. Configuracao inicial do péndulo duplo.

Atendendo & configuracdo inicial do péndulo duplo da figura 7.9., assim
como as demais informagdes apresentadas anteriormente, o conjunto
de valores iniciais relativo ds coordenadas e velocidades generalizadas
pode ser obtido como

6,=0,0rad 6,=0,0rad/s
6,=0,0rad 6, =0,0rad/s.

Com efeito, as equacdes do movimento (7.78), para o instante inicial,
podem ser escritas da seguinte forma

0,00251 0,0016731]|4,

0,0066933  0,00251 |4
-0,1231155

{—0,3693465}
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ilustra na figura 8.3. A primeira situacdo é interessante para a caso de
uma pancada no lancamento de uma bola de basebol. Por seu lado, o
segundo cendrio é favoravel ao estudo do impacto que se desenvolve
na colisdo entre o condutor e o habitdculo.

f Ap= fAt f Ap=fAt
/

Solugéo exata Solugéo aproximada

N

At At t

(a) (b)

Figura 8.3. (a) Forca de impacto elevada aplicada num curto intervalo de tempo; (b) Forca de
impacto baixa aplicada num intervalo de tempo longo.

Considere-se um teste de impacto de seguranca de um veiculo contra
uma parede rigida (cf. figura 8.4.), em que a imobilizacdo do veiculo
demora 0,72, sendo que o manequim precisa de 1,12 s para se imobilizar.
A velocidade inicial do veiculo € de 15,6 m/s. O veiculo e © manequim
tém massas de 1301 kg e 78 kg, respetivamente. Assim, pretende-se
determinar o impulso e a forca que se desenvolvem no veiculo e no
manequim durante o referido impacto.

A \ =

o

..‘-‘,‘.,...4.-..--‘:.".I- o
AD, %
=000 b T

ﬂw‘\.‘w.’ T ey W =

Figura 8.4. llustracdo de um teste de impacto de um veiculo contra uma parede.

O impulso que se desenvolve no veiculo pode ser calculado recorrendo
d equacdo (8.4), donde vem que

I=mAv=1=1301x156= 1 =20295,6N-s.
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Antes do impacto Impacto Depois do impacto

v, >V, ? vi<vi

1 2 Vy =V, =7 f 2

Figura 8.6. Representacdo do impacto entre duas esferas.

Deve notar-se que antes do impacto, a velocidade da esfera 1 é superior
a velocidade da esfera 2, o que significa que vai acontecer a colisdo
entre as esferas. Apds o impacto, a velocidade da esfera 2 & superior
velocidade da esfera 1, pois as esferas separam-se depois da colisdo.
Assim, a questdo que se coloca é a seguinte:

« Qual é arelacdo entre as velocidades das esferas 1 e 2 no instante
em que o impacto ocorre?

Para se estudar e compreender o que acontece durante o impacto
deve comecar-se por representar a evolucdo da velocidade de cada
uma das esferas, tal como se mostra da figura 8.7. Nesta representacdo
considera-se que:

o I representa o instante em que se inicia o impacto,

. f representa o instante em que o impacto termina,

e Af denota a duracdo do impacto, que se admite ser finita por
facilidade de representacdo.

Admite-se ainda que hd uma transicdo suave entre as velocidades de
pré-impacto e de pds-impacto de cada uma das esferas, tal como se
evidencia na figura 8.7.

Pré-impacto Impacto P6s-impacto

t At t

Figura 8.7. Evolucdo das velocidades de cada uma das esferas antes, durante e apés o
impacto.
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