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CAPITULO

1

Estruturas Algébricas

1.1. Exercicios relativos a estruturas algébricas

1. Considere a operagao bindria @ definida em N por a @ b = ab + 1.
Verifique se a operacao

a) ¢ interna

é comutativa

)
b) é associativa
c)

)

d

tem elemento neutro.

Resolugao.

a) A operacdo @ é interna, porque a adigao e produto de naturais é ainda um
ntmero natural.

b) © é associativa se, e 86 se Va,b,c €N, (a0 b)@c=a@ (b2 c)
(a@b)@c=(ab+1)@c=(ab+1)c+1=abc+c+1
a0 (boc)=a@(bc+1)=a(bc+1)+1=abc+a+1
Como (a @ b) @ ¢ # (a @ b) @ ¢, tem-se que @ ndo é associativa.

c) E comutativa se, e sé se Va,beN, a®b=b0a
Como a multiplicagdo de ntimeros naturais é multiplicativa, tem-se
a@b=ab+1=ba+1=00a



1. ESTRUTURAS ALGEBRICAS 19

b) zo = (1+1)'° = (\/56%1)16 = 28¢4™ = 256(cos (0) + i sin (0))

p=vV1i+1=12
1
tan@zizlé@:%
c)
2 2
1 1 \3 3 1 1 . 3 w2 3/ x, 52k
d) zg = —=+ —=1 = — 4+ — = esx') = e2t = ¢ 3 7‘,
va= (gt ) =) = Verr=s
k=0,1,2
Z —cos(z)+isin(z)‘z = cos 51 + ¢sin 51 ;
‘T 6 6/ 4 6 6 )’
Z4 = COS 31 + 2sin 31
LT 2 2 )
[ |

3. Simplifique os seguintes nimeros complexos

a) 21 = ((142??5+32)>2

oG ) ()
¢) 23 = (1++3i)° + (1- 3’

Resolucao.
25

8) 21 = ((1 —4) (5+3i))2 - ((5+12) i5(3—20)i>2 - (17 i517z'>2
-(3) () -(0) (=5a) -(3) (%)
<25>2 L+2i-1_ 625,
17 4 578

b)
¢) 23 = (14 3i)" + (1-v3i)°
1+3i=2e%

pOisp:\/m:QetanQ:?:\/giezg
Analogamente, 1 + v/3i = 2¢/(~%)

Logo,



1. ESTRUTURAS ALGEBRICAS 21
"Ij4 = \:ygeﬂ"f'?é‘lx"i = e%i = —1
2 2
V3 1.0 W3 1. V3 1 V31
7+77’7Z777+7Z777 723 ’7777’
2 2 2 2 2 2 2 2
d) 23 +8 =0+ 23 = -8
0
z:—8;p:8etan@=—8:0:>9=7r
x3:8e”<:>m:\‘7§e%i
k=0,1,2
T42x0xn iy 1 3
r= VB <ot =2 (14 Y0) =14 B
7= YBe TE T = 2™ =2 (—1+40i) = —2
q s X2XT 57 ; 1 3
{1+V3i,-2,1-3i}
e) 22— (3-2))2+1-3i=0
. N2 .
3—221\/(3—21) —4+12i 392/ +,\9—12i—4—4+12
z = =
2 2
3—21+1
=+<:>z:2—i\/z:1—i
{1—-14,2—14}
f)
|
D. Calcule as quatro raizes de z* + 1 = 0 e utilize o resultado para deduzir

a fatorizacdo 24 +1 = (22 — V22 +1

0
)

22+ V2z+1).

Resolucao.
2A4+1=0

4 - w42k

z=+v/-1=+Vet=e 1 “ k=0,1,2,3




CAPITULO

2

Matrizes e Determinantes

2.1. Exercicios relativos a operacées com matrizes

1. Considere a matriz identidade, I, a matriz nula, 0, e as seguintes
matrizes
-1
A=[2 -3] B=[1 4] T

vl
|

1
2 E=
3

Q
Il
w =
N DN

3 -2 1 3 3
1 1 7| M=| -2 0
4 0 3 11
50
1 0 4 11 2 20
N=1_ 60]P_ 0 4 Q_{—s -1 1
0

I
| — | r
\
TN &~
=W N e
I
= o N
1
5
I
— 1 — —
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2.1. EXERCICIOS RELATIVOS A OPERAQC)ES COM MATRIZES

Sabendo que A* é o produto de uma matriz real quadrada A por si
prépria k vezes, por exemplo, A2 = AA, deduza

"1 0]
A" A=
a) , para B
(1 2
b) A" A=
) , para 0 1]
9 3]
A" A=
c) , para 0 0
[ 2 0
d) A", paraA=| 0 1 0
L0 0 3
[ 2 0 1
e) A", paraA=| 0 -1 0
L2 01
cos(a) 0 sin(a)
f) A", para A = 0 1 0
| —sin(a) 0 cos(a)

Resolugao.

a)

2 1 1 1 3 1

1 O 1 O 1 0
4 3 A _
A_AA_{s 1}{1 1]_{4 1}
Logo,A“:{lo}

n 1
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2.2. Exercicios relativos a operacoes sobre matrizes

1. Considere as matrizes do enunciado do exercicio 1. de 2.1 e encontre a
matriz X que satisfaz as seguintes igualdades

a) JTK+XI=0
b) 2CB-G+X)" =1
¢) (QP)T G2 =X — 3L

Resolugao.
a) JTK+XI=0

XI=-JTKe X =-JTK
T

3.4 0 4 2 2
X=—|-105]| x| -23 6
11 3 5 1 -1
3 -1 1 4 2 2 ~19 -4 1
——|l4 0 1|{x|-23 6|=|-21 -9 -7
0 5 3 5 1 —1 -5 —18 —27
b) 2CB-G+X)" =
(2CB - G + X) =1+G-2CB

SRR
(23] u]

-[5 5]+ [0 S]-[5 5]

2. Indique, justificando, o valor légico da seguinte afirmacio “(ABC)”
representa uma matriz real 3 x 1, onde A é uma matriz real 3 x 3, B é
uma matriz real 3 x 2 e C uma matriz real 2 x 1.

3. Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n simétricas. Prove
que AB é simétrica se e s6 se A e B sao permutdveis (aplique as
propriedades da transposicao).
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|

2.2. EXERCICIOS RELATIVOS A OPERACOES SOBRE MATRIZES

1 -1 -1 1 -1 -1
0 0 1 ~]0 1 0 |=car(A)=2
0 0 0 0 0 0

CQ <—>C;3

3 —at-bAb#1

Conclusdo: car(A) =472 <« b=1,Ya

S O O =

O O O =

S O O =

2 <a=-bVb

> s
= O QW
(=l
o

L2 <—>L4

T Oy Cy
4 a 4
(a—4) (4—a) 0
0 (b*—a) (b—4)
0 4—a) (a—4)

T C3=C5+Cy
4 (a+4) 4
(a —4) (4—a) 0
0 (BP—a+b—4) (b—4)
0 0 (a —4)

= car(A) =4sse (a—4#0)A (P +b—a—4%#0)

sea=4

4

0
0
0

O O O =

S O O =~

8 4
0 0
(B +b—8) (b—4)

0 0
LQ(—)Lg

8 4
(B +b—8) (b—4)

0 0

0 0

O O O =~

CQ <—>C4



2.3. EXERCICIOS RELATIVOS A DETERMINANTES DE UMA MATRIZ QUADRADA

52

2.3. Exercicios relativos a determinantes de uma matriz

quadrada

Calcule

10 O <t N
N - Mmoo ©
0 © © ,
— ™ —
! NN o o =l
N I~ |
A AN ==
] = > o~
— — —
3 o (T =}
o
S = — D~ <f 4‘
| | |
T A N O N~ ™
o o |
— N ™M o
— NN o o
— —~ —~ ~—

2 -1 -5

6

21

1474

1—1

2+ 24

1.

Resolugao.

':1><3:3

1 0
2 3

2x3x(-1)=-6

1

)

a
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2.3. EXERCICIOS RELATIVOS A DETERMINANTES DE UMA MATRIZ QUADRADA

1 3x 2 2
0 (1-—6x) -3 -3 _0
0 0  (z+1) 2
0 0 1 1
C3=C3—-C4
1 3x 0 2
0 (1-62) 0  =3|_,
0 0 (x—1) 2
0 0 0 1
(1-6z)(z—1)=0
1
T = 5 V=1
g)
6 6 6 6 6
-1 (2+xz) 2 2 2
-1 -1 (3+=z) 3 3 =0
-1 -1 -1 (44z) 4
| ~1 “1  (5+2)
1 1 1 1 1
-1 2+z) 2 2 2
6] -1 -1 (3+a2) 3 3 =0
-1 -1 -1 (4+x) 4 Lo=Lo+L1
-1 -1 -1 -1 (54+2) |La=Ls+L,
Ly=Ls+1Ly
Ls=Ls+L,
1 1 1 1 1
0 34+z) 3 3 3
60 0 (4+x) 4 4 =0
0 0 0 (5+x) 5
0 0 0 0 (6 +x)
63+x)d+2z)b+x)(6+2)=0
r=-3Vex=—-4Vzr=-5Ver=—06
13. Sendo n um numero natural e a, x;, 22, - , T, nlmeros reais,

utilizando as propriedades dos determinantes, mostre que



96 2.4. EXERCICIOS QUE ENVOLVEM O CALCULO DA MATRIZ INVERSA

2.4. Exercicios que envolvem o calculo da matriz

inversa
1. Encontre todos os valores reais de a e b para os quais as seguintes
matrizes sdo invertiveis
[ a 3
A —
2) 103
[ 1 ab
by B=| 1 a b
L b b ab?
f—1 1 0
0 1 -1
VC=1_1 2 4 2
| -1 2 —a 2
r1 2 1 1
1 a b ab
&) D= 1 1 1 b
L1l a 1 b
Resolugao.
a) Para que A = { (11 g ] admita inversa, det (A) # 0
a 3
A_ = = —
det (A) 1 3 ‘ 3a—3
Logo, a # 1.
b)
-1 1 0 2
01 -1 a
¢) det (C)= 1 9 —gq 92
-1 2 —a 2 L3=L3—L1
Ly=Ls—1L+
-1 1 0 2
_ 0 1 -1 a
] 01 —a (2a—2)
0 1 bt 0 L3:L3*L2

Ly=L4—Ls
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|
8. 1 1 0
Considere A = | 2 —1 —2 | e determine
0 0 4
a) det (X), sendo a matriz X = (B7'A) e det (B3sx3) =6
b) det (X~!), sendo a matriz X = 2A
c¢) det (X), sendo vélida a igualdade matricial (AT)f1 =BXBle
det (B3><3) =2
d) det (X), sendo a matriz X = BA7!CT, det (B3x3) = 3 e C uma
matriz que se obteve da matriz A por troca da 1? com a 22 linha.
Resolucao.
1 1 0 1 1 0
a) det(A)=|2 -1 -2 =0 -3 —2|=-12
0 0 4 0 0 4
Ly=Ly—2L;
det(X)= det (B-1A) "

oy b1
det (X7)= det(X) 96

¢) det(BXB) = det((AT) ")

det(B) det(X)det(B~1)= det ((A~1)")

1
2det(X) 5= det(A~1)
1

d) det(X)= det(BA~'CT)
= det(B)det(A~")det(CT)
= det(B)det(A~")det(C)
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3

Sistemas de Equacoes Lineares

3.1. Resolucao de sistemas de equacdes lineares

L. r+y+dz—t=1
r+4y+z+3t=1
Considere o sistema de equagbes lineares 5 + by + 2z = 2
y—z+2t=0
3z +5y+4z=2

a) diga quais as suas equagoes principais
b) diga quais as suas incégnitas principais

c) classifique o sistema e resolva-o.

.

Resolucao.
11 4 —-1|1 11 4 -1 1
14 1 3 |1 03 -3 4
55 2 0|2 ~1 00 -18 5 | -3
01 -1 2 |0 01 -1 2| 0
35 4 o0 |2/ 1092 8 3| 1
L3=L3—5L1 Lo<>Ly

Ls=Ls—-3L;
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1 2 2 4711 1 2 2 4|1
03 -1 710 0 3 -1 7]0
“loo0o -2 1]0 “l1oo0 -2 10
00 -6 3]0 00 0 0]O0
Ly=L4—3L,
car(A) =car([A|b]) =3
n° de incégnitas = 4 = SP1xI3
grau de indeterminagao = 1
T2 At =1 v=1-2y-2 -4
3y—2z+7=0 SO
—22+t=0 I
2
r=1—-2y—2z—4t z = (3-20)3
13t
SR oy=—— S oy=—13
___6 {Zzt/Z
3—2t —13t t
Logo,{( 3 ,6,2,t),t€R}.
r—2y—52+t=-1
3r+5y+4z=2
j) 3r+3y—t=1
3z 44y + 52 -2t =2
204+ 2y+2z2+t=1
1 2 -5 1 | -1 1 -2 -5 1 | —1
3 5 4 2 0 11 19 -3 5
3 3 0 -1 1 ~[ 0 9 15 —4 4
3 4 5 =2 2 |Ly=L.-3L, 0 10 20 -5 5
_2 2 2 1 1 |Ls=L3-3L, 0 6 12 -1 3 |Caecy
L4y=L4—3Ly Li=%L4
Ls=L5—2L;
1 1 -5 —2| -1 1 1 -5 —2| -1
0 -3 19 11 5 0o -1 4 2 1
~| 0 —4 15 9 | 4 ~| 0 —4 15 9 | 4
0o -1 4 2 1 0 -3 19 11 5
0 -1 12 6 | 3 0 -1 12 6 | 3 |kt
Ly++Ly Ly=L4—3L,
Ls=Ls—Lo

3SPnxI - Sistema possivel e indeterminado com grau n de indeterminacéo.
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—z+y—2—1t=0

u) z+t=1

—r+y=1

-1 1 -1 =110 -1 1 -1 -1

0 0 1 1 1 ~ 0O 0 1 1 1

-1 1 0 0 1 0 O 1

Ly=L3—L, C34+Cs
-1 -1 1 —-11]20 -1 -1 1 —-11]0
~ 0 0 1 1 ~ 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0 O 0
Ls=L3—Lo

car(A) =car([A|b]) =2
n® de incégnitas = 4 = SP2xI
grau de indeterminagdo = 2

—r—z+y—t=0 - rT=—2+y—t - r=—-1+4+y
z+t=1 z=1-1 z=1-1
LOgO, {(fler,y,lft,t),y,tER}.

2r+y+t=2
v) ¢ 3x+4+3y+32+5t=3
3 —3z2—2t=3

21 0 1 2 1 2 0 1 2
3 3 3 ) 3 ~13 3 3 5 3
30 -3 =213 03 -3 =213
C16Cs Ly=Ly—3L,
1 2 0 1 2 1 2 01 2
~1 0 =3 3 2 -3 ~10 -3 3 2| =3
0o 3 -3 -2 3 0 0 0 O 0

L3=L3+L>
car(A) =car([A|b]) =2
n® de incégnitas = 4 = SP2xI
grau de indeterminagao = 2

2 t:2 y:2—2$—t
{y+ Tt ; @{ 343242t
_ v

—3r+3z+2t= 3
{y:—62—7t {y=—2z—§t
= 3 <~ 2
o r=1424 =t
3
2 7
Logo, 1—|—z—|—§t,—2z—§t,z,t ,z2,t € R 5.
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-1 5 —-61]1 0 0
vii [B]I]=| 2 -3 5 [0 1 0
2 0 5 0 0 1 Jry=Lot214
L3=L3+2L,
(-1 5 -6 |1 0 0
~ 0 T =712 1 0
L0 10 -7 |2 0 1
L3:L37$L2
[ -1 5 —6 1 0 o0
~ o 7 -7 2 1 0
L 0 0 3 | =& =l |Re=ste
7 7 La=ils
Li=—1I,
(1 -5 6 -1 0 0
~l0 1 1|2 Yz 0
L0 0 1 —2/7 —10/21 1/3 |L,=L,+Ls
Li=L;—6L3
(1 -5 0 | 5/7 6021 —2
~l0 1 0| 0 —iys 1
0 0 1 | —2/7 —10 1
- /7 /21 /3 Li=L1+5L>
(1 0 O 57 25/21 —1/3
~|10 10 0 —1/3 /3
L0 0 1 | —2/7 —10/21 1/3
5/7 25/21 _1/3
Logo, B~ = 0 —1/3  1/3
_2/7 _10/21 1/3
57 25/a1  —1/3 2 171
x=B b= 0 —1/3 1/3 x| -1 | = —1
—2/7  —10/91 1/3 4 _L70
|
Considere o sistema de equagoes lineares < =+ 2y + z =0 e indique
r+ay—z=1

a) para que valores de a € R, o sistema apresentado é de Cramer

b) uma sua solugdo, utilizando a regra de Cramer.
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4

Espacos Vetoriais e Transformacoes
Lineares

4.1. Exercicios relativos a espacos vetoriais

Averigue se o conjunto dos niimeros complexos, C, algebrizados pelas
operagoes usuais de adicao de niimeros complexos e multiplicagao de
um escalar real por um nimero complexo, é um espago vetorial real.

Resolugao.

c=a+bi =v=(ab),a,beR

cp=a;+bii =vy=(a1,b1),a1,b1 €R
€y =ag + byt = vy = (az,b2),a2,b0 €R
cs =as+b3i = v3= (a3, b3),a3,b3 ER

e Verificagdo da axiomdtica de existéncia e unicidade da operagdo interna
adicdo de niimeros complexos e suas propriedades.

Seja a correspondéncia

A; Determinagao
VCl,CQ S C, (C1 + Cg) eC

(a1,b1) + (az2,b2) = ((a1 + a2), (b1 + b2)) € C, pois a soma de niime-
ros reais é ainda um numero real.

A, Associatividade
Veq,co,c3 € C,(c; +¢2) +¢3 =c1 + (ca + ¢3)
{(a1,b1) + (az,b2)} + (a3, bs) = (a1, b1) + ((az,b2) + (as, bs))
(a1 + ag, by + b2) + (as, b3) = (a1, b1) + (az + az, by + b3)
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4.1. EXERCICIOS RELATIVOS A ESPACOS VETORIAIS

Vi + vg = (b%,bl) + (b%,bQ)

= (B3 + 13,01+ ba) ¢ F pois b3 + b3 # (b + by)”

Logo, o conjunto F ndo é um subespaco vetorial de R? sobre o corpo R.

[ |

Averigue se os seguintes conjuntos, algebrizados pelas operacoes usuais ‘
de adigao de vetores e multiplicagdo de um escalar real por um vetor,
sdo subespacos vetoriais de R?

a) A={(a,b,c)eR*:b=2a Ac=0}

b) B={(a,b,c)eR3:6=0Vc=0}

c) C={(a,bc) eR3:c=2}

d) D={(a,b,c) eR®:ab=0}

e) E={(a,b,c)eR*:a—b<0}

f) F={(a,b,c)eR*:a+b< 1}

g) G={(a,b,c) eR¥:a®>+b?> =1}

h) H = {(a,b,c) eR3:a®+b* <1}

i) I ={(a,b,c) eR3:|a|=[b] }.

Resolugao.

a)
b)

¢) C={(a,bc)eR*:c=2}

d)

) V1:(a17b1,01)GC:>V1:(G’17b1’2)
Seja
Vo = (ag,bz,c2) € C = vy = (a2, b2,2)

Verificacdo do axioma para a soma de vetores, Vvq,ve € C, (vi +vy) € C
Vi + Vo = (al, bl, 2) + (CLQ, b2, 2)

= (a1 + a2,b1 + b, 4) ¢ C pois a 32coordenada é diferente de 2

O conjunto C nao é um subespaco vetorial de R? sobre o corpo R.

e) E={(a,b,c)eR3*:a-b<0}
. {Vl = (ahbl,cl) EE:>(11 §b1
Seja

Vo = ((12762,02) cF = ay < bQ

Verificacdo do axioma para a soma de vetores, Vvi,ve € F,(vy +vg) € E
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10.

Averigue quais os valores de a e b reais que tornam os vetores do
conjunto

A= {Vl,V27V3 € RB 1V = a(l,l,—l) , Vo = b(l,(), 1), V3 = (0,2,3)}
geradores do espago vetorial de R3.

Resolugao.

Os 3 vetores geram R? se qualquer vetor de R? for combinacao linear dos vetores
dados, isto é, se o sistema associado for um sistema possivel e determinado.

3
A combinagao linear é dada por > k;v; = v
i=1

(construgao da matriz)
kl (CL, a, —G,) + kQ (ba 07 b) + k?) (07 27 3) = (.’13, Y, Z)

(ak1,aky, —aky) + (bks, 0,bks) + (0, 2ks, 3k3) = (z, vy, 2)
(ak1 + ka, ak1 + 2k3, —ak1 + bkz + 3k3) = (.’E, Y, Z)

aki +bke = x
aky +2ks =y
—ak1 + bk’g + 3]413 =z

a b 0|z a b 0 x
a 0 2 |y ~10 =b 2 |y—x
—a b 3 | z |Lo=L.—1I. 0 2b 3| z+=x
L3=L3+2L>
L3+Ly
a b 0 T

~ 10 =b 2 y—x
0 0 7 |z4+2y—x

Como SPD = n=car(A) =car([A|b]) =3<«<=a#0Ab#0

Logo, para que os vetores de A sejam geradores do espaco vetorial de R3,

a#0Nb#£D0.

Considere o espaco vetorial real R3 e escreva o vetor v

= (2,6,0) como
combinagao linear dos vetores vi = (1,1, —1) e vo = (0,2, 1).

Resolugao.
2
A combinagéo linear é dada por > k;v; = vg, isto é,
i=1

ki (1,1,—1) 4+ k2 (0,2,1) = (2,6,0)



4. ESPAGOS VETORIAIS E TRANSFORMAGOES LINEARES 183

mente dependentes. Logo,v4 pode ser qualquer vetor de R3. Por exemplo
Vg = (].7 7, 5)
3
d) A combinagédo linear é dada por Y k;v; = v, isto é,
i=1

ki (1,1,3) + k2 (0,3,1) = (a, b, )

A construcgdo da matriz, tal como apresentado no exercicio 9, resulta em

1 0| a 1 0 a

1 3 |b ~ 10 3 b—a

3 1 | ¢ |La=Lo—I1, 0 1 ]| c—3a

L3<—>L2
Ls=Ls—3L;
1 0 a 1 0 a
0 1 c—3a ~ 0 1 c— 3a
0 3 b—a 0 0 | b+8a—3c
L3=L3—3Ly

= car(A) =car([A|b])=2<b+8a—3c=0
Logo, o subespago gerado por vi e v é 0 conjunto
S={(a,b,c) eR®*:b+8a—3c=0}.

23. Averigue a dependéncia/independéncia linear dos seguintes conjuntos

V3 = (la 170’)

g) G= {—3:1027 2r2 + x4+ 1,2 + 4}, do espaco dos polinémios de
grau nao superior a dois

h) O conjunto formado pelos vetores vy, vy e v3 do espago vetorial
real R?, tais que v = (cos (t),sin (t)), va = (cos (2t),sin (2t)) e
v3 = (cos (3t) , sin (3t)).

Resolugao.

a)
b)
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1 -1 a 1 -1 a
0 0 | 0 0 b
0 0 c 0 O c
2 4 |d “lo0 6 | d-2a
-2 2 |e 0 0 |e+2a
3 3 | £ Lo 6 | f-3a
- “Ls=Ls+2Ls ~ “Le=Le—La
L¢=Lg—3L,

1 -1 a T

0 0 b

0 0 c

“lo 6 d—2a

0 0 e+2a
L0 0 f—a—d |

=car(A) =car([A|b])=2<b=0Ac=0Ae+2a=0Af—a—-d=0

e=—2a d=f—a

Logo, o subespaco gerado por estas 2 matrizes é o conjunto

a 0
0 f—a € My
—2a f

41. Considere os vetores vi = (2,2,4), vo = (1,2,2) e v3 = (5,—1,0), do
espaco vetorial real R?

a) verifique se vi, vo e v3 formam uma base de R®
b) diga qual o espago vetorial gerado por {vi,va}

d

)
)

¢) diga qual a dimensédo desse subespago
) indique uma sua base desse subespago
)

e) indique as componentes do vetor v = (1,2,2) e na base que
definiu na alinea anterior.

42. Considere os vetores do espaco vetorial real R?, v; = (1,0, —1),
vy =(0,1,-1), v = (—2,3,-1) e vy = (0,—1,1)

a) identifique o subespago vetorial de R?® gerado por estes 4 vetores
b) diga qual a dimensao desse subespago

¢) indique uma sua base desse subespago
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4.2. Exercicios relativos a transformacoes lineares

s a

1. Verifique se as seguintes transformagoes sdo, ou ndo, lineares

T : R? — R? definida por T (z, 2x —y, —vy)

T : R? — R? definida por T (z, xy,2x +y)

T : R? — R? definida por T (z,

y, 2%)

: R? — R? definida por T (z, e*,eY)

) (z,y) = (
) (z,y) = (
c) T :R? — R? definida por T (z,y) = (z + 1,2y — 1)
) (@,y) = (@
) (z,y) = (
) T:R? —» R?

(z,y) = (xcos (0) —ysin (0) , zsin () +y cos (0))

: R? — R3 definida por T (,y, 2) = (x + 2y, 3z, 2z — y + 42)
h) T : R?*! — R? definida por T { * } = (z,2y — 3)
Y

i) T :R3® — R? definida por T (z,y, 2) = (v +y,2x — y + 2)
j) T : R* — R? definida por T (z,y, z,t) = (z — y, =3y, 0)
k) T :R? — R definida por T (z,y,2) = zy

T(1,2,3) = (1,0,1)
1) T:R3 — R? definida por { 7(1,0,7) = (3,0,1)
T(0,0,0) = (2,2,4)

m) T :R* — R* definida por T (z,y, 2, t) = (1,—1,2,3)

Resolucao.
a)
b)
c) T(z,y) = (x+ 1,2y — 1); sejam

u; €R2:>U1:(1'1,y1) ; T(ul):(x1+1,2y171)
U €R? = up = (22,92) 5 T (uz) = (22 +1,2y2 — 1)

Verificagao do axioma Yuj,us € R% T (u; +us) =T (ug) + T (ug)
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Seja T (2,1, 2) = (2 + 2y — 2y + 2,2 +y — 22) = (a,b,)

r+2y—z=a 1 2 -1 a
y+z=> =01 1 b
9y = 1 1 =2
r+y—2z=c LaeLa—Li
1 2 -1 a 1 2 -1 a
~ 10 1 1 b ~1 01 1 b
0 -1 -1] c—a 0 0 0 c—a+b

Ls=Ls+La
= car(A) =car([A|b])=2<SP;sec—a+b=0
Logo, Im (T) = {(a,b,c) e R®: c=a —b}.
« Determinagdo de N (T) = {(z,y,2) € R*: T (z,y,2) = (0,0,0)}

Seja T (z,y,2) = (x+2y — z,y + z, 2+ y — 22) = (0,0,0)

r+2y—z=a 1 -1/ 0 1 2 =110
y+z=1> =01 1 0 ~1 01 1 0
r+y—2z=c 1 -2 0 0 0

Im(T)

= car(A) =car([A|b]) =2 < SP1xI

r+2y—z=0 T =3z
y+z=0 S Yy=—z
0=0 0=0

Logo, N(T) = {(32,—z2,2),z € R}.

g) T(p(x)) =p(z+1), onde p é um polinémio de grau igual ou inferior a 1

e Determinacao da expressao da transformagao linear
Seja p(z) = a+ bxr Va,b € R um polinémio real de grau igual ou
inferior a 1, representado pelo vetor v = (a,b)
T(p(z)) =a+b(x+ 1) = a+b+bx, como p (x) = a+bx é representado
pelo vetor v = (a,b), entao
T (a,b) =(a+b,b)
o Determinacao de Im (T)
Im(T) = {(a1,b1) € V: I(a,b) € V:T (a,b) = (a1,b1)}
T (a,b) = (a+b, b) = (a1,b1)

a+b=a; [1 1 al]
=
b=1b 0 1] b

= car(A) =car([A|b]) =2« SPD,Vay, b
Logo, Im (T) = {(a1,b;) e V} =V.
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y+42=0y=0

—3z=0&2=0

r=u
Logo, N(T) = {(z,y,2) e R®: y =0A 2 =0} = {(x,0,0) € R?}
e dim (N (T)) = 1.

15. Em R? considere o ponto P = (5,6) e o vetor w = (3,4). Determine a
imagem do ponto e do vetor relativamente a base candnica e as
transformacdes lineares T: R2 — R? a seguir definidas

a) Reflexao em torno do eixo do

b) Reflexao em torno do eixo do y

d

)
)
c¢) Reflexdo em torno da reta y =
) Reflexdo em torno da reta y = —x
)

e) Reflexao em torno da origem.

16. Em R? considere o tridngulo de vértices P, = (—2,0), P» = (—3,0) e
P; = (—2,—2). Determine a imagem do tridngulo relativamente as
transformacées lineares 7: R? — R? a seguir definidas

a) Reflexdo em torno do eixo do

b) Reflexdo em torno do eixo do y

d

)
)
c) Reflex@o em torno da reta y =
) Reflexdo em torno da reta y = —x
)

e) Reflexdo em torno da origem.

Resolugao.

a) Representado por Tg a matriz de T relativamente & base canénica
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T:R? - R T(z,y) = (—,~y)
{T(LO) = (L0 gy, [ -1 0 ]

T(0,1) = (0, 1) 0 -1
T(PU):TgWU Y
[ -1 0 ] [ -2 ] [ 2]
P/ = =
E R e VR e z
[ -1 0 ] [ =3 ] 3
P/ = =
2= 0o -1 o |o]
[ -1 0] [ —2 ] 2
’ —
Po=l o 0 |*] 27| 2]
|
17. Em R3 considere o vetor w = (1,2,3). Determine a imagem do vetor

relativamente as transformacoes lineares T: R? — R? a seguir definidas

a) Reflexdo em torno do eixo dos y

b) Reflexdo em torno do plano zOy

¢) Rotacao de 45° em torno do eixo dos x

d) Rotacao de 90° em torno do eixo dos z.

)
)
)
)

Resolucao.

a) Representado por Tg a matriz de T relativamente 4 base canénica
T: RS — R37T($,y7 Z) = (_-T,y, _Z)

7'(1,0,0) = (-1,0,0) -1 0 0
T(0,1,0) = (0,1,0) =TV =A = 01 0
7(0,0,1) = (0,0, —1) 0 0 -1
T (wy) = Tywy

-1 0 0 1 -1
= 0 1 0| x| 2 |= 2

0 0 -1 3 -3

b) Representado por T‘U/ a matriz de T relativamente 4 base canoénica
T:R®—R3T(x,y,2) = (2,y,—2)
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31 Determine a matriz A sabendo que tr(A) = 2, det(A) =0, (1,0) e
(1,2) sao vetores préprios de A, (1,0) é o vetor préprio associado ao
valor proprio de menor valor absoluto e que A admite dois valores
proprios distintos.

Resolugao.
a b
Seja A=
cia [ d}
t = = -9 _
I'(A) 2 o )\1 + )\2 2 o )\1 2 )\2
det(A):O )\1)\2:0 )\1:0\/)\2:0

Ay =2 A =2
= \Y
A =0 A2=0

o Por definigao, se (1,0) é um vetor préprio assiciado a A = 0,entéo

a B[] _y[1] o a=0
c dj|0] [0 c=0
se (1,2) é um vetor préprio assiciado a A = 2, entéo
a B[] _ 1], av2b=2
c d]|2] T2 c+2d=4
a=20
c=0

a+2b=2b=1
c+2d=4d=2

Logo,

Pelo que, A = [0 1].

0 2
|
32. Seja T uma transformacdo linear, T: R? — R?, cuja matriz
2 1 1
relativamente & base canénica de R3 é 2 3 4
-1 -1 =2

e averigue se (1,1,1) é um vetor préprio de T'.
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