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Integração Tripla

Nova pagina.

A integração tripla é muita parecida à integração dupla. Os Teoremas e as pro-

priedades relativos à integração tripla são do mesmo género que os Teoremas e as

propriedades da integração dupla.

1.1 Integral triplo sobre um paralelepípedo

Vamos começar por definir o integral triplo de uma função ao longo de um paralelepí-

pedo P = [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3]. Nós dividimos os 3 lados do paralelepípedo em n

partes iguais. Considerando os pontos Pijk = (xi,yj ,zk) tais que xi = a1 + i b1−a1

n , i =

0,1, · · · ,n,yj = a2 + j b2−a2

n , j = 0,1, · · · ,n e zk = a3 +k b3−a3

n ,k = 0,1, · · · ,n obtemos a

soma:
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Cálculo Integral

Sn =

n−1
∑

i=0

n−1
∑

j=0

n−1
∑

k=0

f(x∗
ijk,y∗

ijk,z∗
ijk)(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)(zj+1 − zj) (1.1)

onde (x∗
ijk,y∗

ijk,z∗
ijk) ∈ [xi,xi+1] × [yj ,yj+1] × [zj ,zj+1] para i = 0,1, · · · ,n − 1, j =

0,1, · · · ,n−1 e k = 0,1, · · · ,n−1. Se a função f for positiva podemos fazer a seguinte

representação geométrica que se apresenta na figura 1.1.

x

y

z

O

P ∗
ijk

Figura 1.1: Soma S3 =
∑2

i=0

∑2
j=0

∑2
k=0 f(P ∗

ijk)(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)(zk+1 − zk).
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Cálculo Integral

b3 e f uma função contínua limitada definida no paralelepípedo P = [a1, b1]× [a2, b2]×

[a3, b3], então f é integrável em P.

Observação 1.1.1. Note-se que
∫ ∫ ∫

P
1dzdydx = Volume(P).

Observação 1.1.2. Prova-se que se o conjunto D dos pontos de P onde f é descon-

tinua estiver contido num conjunto de volume nulo, então f é integrável em P. Por

exemplo, se D estiver contido na interseção de P com uma união finita de gráficos de

funções contínuas do tipo x = x(y,z),y = y(x,z) ou z = z(x,y), então f é integrável

em P.

Teorema 1.1.2. {Teorema de Fubini} Sejam a1, b1,a2, b2,a3, b3, números reais com

a1 < b1,a2 < b2 e a3 < b3 e f integrável em P = [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3]. Então,

qualquer integral iterado existe e é igual ao integral triplo de f em P, isto é, tem-se:

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dV =

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dzdydx

=

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dzdxdy

=

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dydzdx

=

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dydxdz

=

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dxdzdy

=

∫ ∫ ∫

P

f(x,y,z)dxdydz.
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Integração Tripla

Exercício 1.1.1. Calcule o integral I =
∫ ∫ ∫

P
xyz2dV onde P = [−1,1]× [0,1]× [1,2].

Resolução 1.1.1. Vamos calcular o integral I na ordem de integração dxdydz. Assim,

temos que:

∫ 2

1

∫ 1

0

∫ 1

−1
xyz2dxdydz =

∫ 2

1

(
∫ 1

0
yz2

(
∫ 1

−1
xdx

)

dy

)

dz =

=

∫ 2

1

(
∫ 1

0
yz2 x2

2
|1−1dy

)

dz =

∫ 2

1

(
∫ 1

0
yz2

(

12

2
− (−1)2

2

)

dy

)

dz

=

∫ 2

1

(
∫ 1

0
yz20dy

)

dx =

∫ 2

1
0dx = 0.

Mas, se calculamos na ordem dzdydx o integral I então obtemos os seguintes cálculos:

∫ 1

1

∫ 1

0

∫ 2

1
xyz2dzdydx =

∫ 1

−1

∫ 1

0

(

xy
z3

3

)

|21dydx

=

∫ 1

−1

∫ 1

0
xy

(

8

3
− 1

3

)

dydx =

∫ 1

−1

∫ 1

0
xy

7

3
dydx

=
7

3

∫ 1

−1

∫ 1

0
xydydx =

7

3

∫ 1

−1
x

y2

2
|10dx

=
7

3

∫ 1

−1
x

(

12

2
− 02

2

)

dx =
7

3

∫ 1

−1
x

1

2
dx

=
7

3

1

2

∫ 1

−1
xdx =

7

6

x2

2
|1−1

=
7

6

(

12

2
− (−1)2

2

)

=
7

6
0

= 0.
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x

y

z

O

a

b

(x,y1(x))

(x,y2(x))

x

(x,y,z1(x,y))

(x,y,z2(x,y))

y

Figura 1.2: Região W do tipo 1.
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Cálculo Integral

Definição 1.2.2. {Região do tipo 2} Diz-se que uma região W de R
3 é uma região

do tipo 2 se:

W = {(x,y,z) ∈ R
3 : ((y,z) ∈ D) ∧ (x1(y,z) ≤ x ≤ x2(y,z))}

onde D é uma região elementar do plano Oyz e x1 : D 7→ R, x2 : D 7→ R são funções

contínuas em D, ou então funções cujos conjuntos dos seus pontos de descontinuidades

são subconjuntos de área nula de D.

Exemplo 1.2.2. Apresenta-se na figura 1.3. uma região do tipo 1.

x

y

z

O

a2

b2

y

(0,y,z1(y))

(0,y,z2(y))

(x1(y,z),y,z)

(x2(y,z),y,z)

Figura 1.3: Região W do tipo 2.
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Integração Tripla

Definição 1.2.3. {Região do tipo 3} Diz-se que uma região W de R
3 é uma região

do tipo 3 se:

W = {(x,y,z) ∈ R
3 : ((x,z) ∈ D) ∧ (y1(x,z) ≤ y ≤ y2(x,z))}.

onde D é uma região elementar do plano Oxz e y1 : D 7→ R, y2 : D 7→ R são funções

contínuas em D, ou então funções cujos conjuntos dos seus pontos de descontinuidades

são subconjuntos de área nula de D.

Exemplo 1.2.3. Apresenta-se na figura 1.4. uma região do tipo 3.

11

4

x

y

z

O

(x,0,z1(x))

(x,0,z2(x))

x

(x,y1(x,z),z)

(x,y2(x,z),z)

Figura 1.4: Região W do tipo 3.
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Definição 1.2.4. {Região do tipo 4} Uma região W de R
3 é do tipo 4 se for uma

região do tipo 1, do tipo 2 e do tipo 3.

Exemplo 1.2.4. Uma região W que é do tipo 4 é apresentada na figura 1.5.

x
y

z

O

Figura 1.5: Região W do tipo 4.

Definição 1.2.5. {Região elementar de R
3} Diz-se que uma região W de R

3 é uma

região elementar de R
3 se for uma região do tipo 1, ou do tipo 2, ou do tipo 3 ou do

tipo 4.

Definição 1.2.6. Seja W uma região elementar de R
3 , f : W ⊂ R

3 7→ R uma função
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Cálculo Integral

Exemplo 1.5.5. Calcule o volume do elipsóide W = {(x,y,z) ∈ R
3 : x2

1 + y2

4 + z2

9 },

utilizando a mudança de coordenadas:

T (ρ,θ,φ) = (x(ρ,θ,φ),y(ρ,θ,φ),z(ρ,θ,φ)

= (ρsen(φ)cos(θ),2ρsen(φ)sen(θ),3ρcos(φ))

Apresenta-se de seguida um esboço do elipsóide na figura 1.11.

x y

z

Figura 1.11: Elipsóide.

Após alguns cálculos concluímos que:
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∣

∣

∣
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Integração Tripla

Que vida.

Neste capítulo vamos apresentar exercícios resolvidos sobre integrais triplos, envol-

vendo o cálculo de volumes de regiões de R
3, cálculo de integrais triplos de funções

contínuas. Apresentam-se ainda exercícios resolvidos sobre o cálculo do centro de

massa de uma região elementar de R
3 e os momentos de inércia relativamente aos

eixos coordenados quando R
3 está munido de uma função densidade pontual. Na

resolução de cada exercício apresenta-se uma figura 3-D para tornar mais explicita a

resolução de cada exercício.

2.1 Exercícios resolvidos

Exercício 2.1.1. Calcule o volume da região Ω = {(x,y,z) ∈ R
3 : (0 ≤ x ≤ 3) ∧ (0 ≤

y ≤ 3) ∧ (0 ≤ z ≤
√

9 − x2)}.
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Cálculo Integral

Observação 2.1.1. Apresenta-se na figura 2.1. a região Ω.

x

y

z

O

3

3

3 x2 + z2 = 9

(x,y,
√

9 − x2)

(x,y,0)

x

y

Figura 2.1: Região Ω of R3.

46



Integração Tripla

Resolução 2.1.1. Tem-se analisando a figura 2.1.

Volume(Ω) =

∫ 3

0

∫ 3

0

∫

√
9−x2

0
1dzdxdy =

∫ 3

0

∫ 3

0
z|

√
9−x2

0 dxdy

=

∫ 3

0

∫ 3

0

√

9 − x2dxdy =

∫ 3

0

9π

4
dy

=
9π

4

∫ 3

0
dy =

9π

4
y|30

=
9π

4
(3 − 0) =

27π

4
.

Exercício 2.1.2. Obtenha o valor do integral I tal que I =
∫ ∫ ∫

D
xdzdydx, onde D =

{(x,y,z) ∈ R
3 : (0 ≤ x ≤ 1) ∧ (0 ≤ y ≤ 1 − x) ∧ (0 ≤ z ≤ 1 − x− y)} e está representado

na figura 2.2.

x

y

z

O

1
1

1

(x,y,1 − x− y)

(x,y,0)

Figura 2.2: Sólido D de R
3.

Resolução 2.1.2. Facilmente vemos que a projeção da região D no plano Oxy é o

triângulo representado na figura 2.3.
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x

y

z

O

1

1

1

(x,y,y)

(x,y,0)

(x,y,y − 1)

2

(x,y,1)

(x,y,0)

Figura 2.5: Sólido D de R
3.
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Integração Tripla

b) Considere-se a figura 2.19.

x

y

O

(y
3 ,y)

(3y,y)

( y

3
, y) (4 − y,y)

y

y

1 3

1

3

Figura 2.19: Projeção da região W no plano Oxy.

Logo:

I =
∫ 1

0

∫ 3y
y

3

∫ 1
0 (y − 2x)dzdxdy +

∫ 3
1

∫ 4−y
y

3

∫ 1
0 (y − 2x)dzdxdy.
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c) Considere-se o esboço da projeção da região W no plano Oyz na figura 2.20.

y

z

O 3

1

y y

Figura 2.20: Projeção no plano Oyz.

Assim, analisando a figura 2.21.

x

y

z

O

3

3

(y
3 ,y,z)

(0,y,z)

(3y,y,z)

(4 − y,y,z)
1

Figura 2.21: Região W .
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b) Apresenta-se na figura 2.28. a região R.

x

y

z

O

1

1

1

(x,0,0)

(x,1 − x,0)

(0,y,0)

z = 0

z = x+ y − 1

Figura 2.28: Região R.

Este exercício é um bom exercício para explicar o cálculo de um integral utili-

zando coordenadas cartesianas. Vamos passar a descrever como é que se integra

triplamente. Assim, devemos em primeiro lugar decidir em que plano é que pro-

jetamos a região R. Neste caso optamos por projetar o sólido R no plano Oxy

segundo a direção do eixo Oz. Mas então para cada ponto (x,y,0) da projeção
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Integração Tripla

x

y

z

1
−1

4
5

2

(x,0,x2)

(x,0,2 − x2)

x

Figura 2.41: Região W .

Assim, traçando retas verticais ao plano Oxy passando por um ponto (x,y,0)

intersetamos a região W de uma forma diferente conforme o ponto pertence à

região da projeção de W não sombreada ou pertence à região sombreada. Então

devemos partir o integral em dois integrais triplos - um cuja região de integração

projetada no plano Oxy cai na região não sombreada da projeção e outro em que

a região de integração de I cai na região sombreada da projeção. Assim, para

determinar os dois primeiros índices dos integrais da alínea b) considere-se a

figura 2.42.
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Integração Tripla

Ca vai.

3.1 Exercícios Propostos

Exercício 3.1.1. Desenhe o sólido:

S = {(x,y,z) ∈ R
3 : (0 ≤ x ≤ 2) ∧ ∧(x ≤ y ≤ 2) ∧ (0 ≤ z ≤ 2 − y)}.

Exercício 3.1.2. Desenhe o sólido S tal que:

S = {(x,y,z) ∈ R
3 : (0 ≤ x ≤ 2) ∧ (0 ≤ z ≤ 4 − x2) ∧ (0 ≤ y ≤ 8)}.
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Cálculo Integral

Exercício 3.1.3. Descreva por compreensão o sólido S representado na figura

3.1.

x y

z

O

4

4

10

Figura 3.1: Sólido S.

Exercício 3.1.4. Esboce a região de integração de cada um dos seguintes inte-
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x y

z

O

44
8

Figura 3.6: Região D.

• Exercício 3.1.5.

a) I =
∫ 6

0

∫ 1
0

∫ 1+z

1−z
dxdzdy.

x

y

z

O

(1 − z,y,z)
(1 + z,y,z)

(0,y,z)

6

Figura 3.7: Região de integração de I.
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