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Integragao Tripla

A integracdo tripla é muita parecida a integragdo dupla. Os Teoremas e as pro-
priedades relativos a integragao tripla sdo do mesmo género que os Teoremas e as

propriedades da integragao dupla.

1.1 Integral triplo sobre um paralelepipedo

Vamos comegar por definir o integral triplo de uma funcéo ao longo de um paralelepi-

pedo P = [ay,b1] X [ag,b2] X [as,bs]. N6s dividimos os 3 lados do paralelepipedo em n

b1—aq
n

partes iguais. Considerando os pontos Pj;i, = (xi,y;,2k) tais que x; = ai +1 =

ba—ao

— ,ij,l,---,nezk:ag—i—kb?’;ﬁ,kzo,l,---,n obtemos a

0717"' 1, Y5 :Cl2+j

soma:
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Célculo Integral

n—ln—1n—1

Sno= Y YN f@e vz @ien — ) (Y1 —y) (41— 25) (L1

i=0 j=0 k=0
onde (27,51 25jk) € [TisTit1] X [y5,y541] x [25,2j41] para i =0,1,---,n—1,j =
0,1,---,n—1ek=0,1,--- ,n—1. Se a funcdo f for positiva podemos fazer a seguinte

representagdo geométrica que se apresenta na figura 1.1.
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Figura 1.1: Soma S3 = Y70 3570 e /(P (@it — ) (Y41 — 4) (2641 — 28)-
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Célculo Integral

bs e f uma fungio continua limitada definida no paralelepipedo P = [a1,b1] X [az,b2] X

[as,bs], entdo f ¢ integrdvel em P.
Observagao 1.1.1. Note-se que [ [ [, 1dzdydz = Volume(P).

Observagao 1.1.2. Prova-se que se o conjunto D dos pontos de P onde f € descon-
tinua estiver contido num conjunto de volume nulo, entdo f € integrdavel em P. Por
exemplo, se D estiver contido na intersecio de P com uma unido finita de grdificos de
fungoes continuas do tipo x = x(y,z),y = y(z,2) ou z = z(x,y), entdo f é integrdvel

em P.

Teorema 1.1.2. {Teorema de Fubini} Sejam ai,bi,a2,b2,as,bs, nimeros reais com
a1 < bi,a2 < bz e az < by e [ integravel em P = [a1,b1] X [a2,b2] X [a3,b3]. Entdo,

qualquer integral iterado existe e é igual ao integral triplo de f em P, isto €, tem-se:

J frenw = [ 1o
[ ] [ st 2yazazay
/ / /Pf (2,9, 2)dydzdx
/ / /Pf (2,9, 2)dydzdz
[ ] [t 2yamazay
/ / /Pf (2,9, 2)dzdydz.
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Integragao Tripla

Exercicio 1.1.1. Calcule o integral I = [ [ [, zyz?dV onde P=[—1,1] x

[0,1] % [1,2].

Resolugao 1.1.1. Vamos calcular o integral I na ordem de integragdo dxdydz. Assim,

temos que:

/ / / ryzldedydz =
([ ) -
([ -

Mas, se calculamos na ordem dzdydz o integral I entdo obtemos os sequintes cdlculos:

/ ' / 1 / ’ zyz2dzdydz
(-

1 1 53
[ f o)
3
/ /xy dydx
Y
g/_lx—|0dx

1
z/ xldx
3/ 2
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(1‘,y,21($,y))

(x,y,ZQ(m,y))

Figura 1.2: Regiao W do tipo 1.
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Célculo Integral

Definigdo 1.2.2. {Regido do tipo 2} Diz-se que uma regiGo W de R3 é uma regido
do tipo 2 se:

W_

{(LE,y,Z) € RS : ((y,Z) € D) A (Q?l(y,Z) <z < x2(yaz))}

onde D é uma regiao elementar do plano Oyz e x1: D — R, 9 : D +— R sdo fungoes

continuas em D, ou entdo fungdes cujos conjuntos dos seus pontos de descontinuidades

sao subconjuntos de drea nula de D.

Exemplo 1.2.2. Apresenta-se na figura 1.5. uma regido do tipo 1.

N (ml(y,z),y,z)
T ($2(yaz)ayaz)

Figura 1.3: Regiao W do tipo 2.
22
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Definigdo 1.2.3. {Regido do tipo 3} Diz-se que uma regiGo W de R3 é uma regido

do tipo 3 se:

W = {(xvyaz) € R3 : ((LIT,Z) € D)/\(yl(xaz) <y< yz(%z))}

onde D é uma regidgo elementar do plano Oxz e y1: D — R, yo: D — R sdo fungées
continuas em D, ou entdo funcées cujos conjuntos dos seus pontos de descontinuidades
sao subconjuntos de drea nula de D.

Exemplo 1.2.3. Apresenta-se na figura 1.4. uma regiao do tipo 3.

%A

Figura 1.4: Regiao W do tipo 3.
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Definigao 1.2.4. {Regiio do tipo 4} Uma regido W de R3 ¢ do tipo 4 se for uma

regiao do tipo 1, do tipo 2 e do tipo 3.

Exemplo 1.2.4. Uma regigo W que € do tipo 4 é apresentada na figura 1.5.

Figura 1.5: Regido W do tipo 4.

Definigdo 1.2.5. {Regiio elementar de R3} Diz-se que uma regidGo W de R3 ¢é uma
regido elementar de R® se for uma regido do tipo 1, ou do tipo 2, ou do tipo 3 ou do
tipo 4.

Definigao 1.2.6. Seja W uma regido elementar de R? , f: W C R3— R uma fungdo
24



Célculo Integral

Exemplo 1.5.5. Calcule o volume do elipsdide W = {(z,y,2z) € R?: # + % + 2—92},

utilizando a mudanga de coordenadas:

T(p,9,¢) = (x(p797¢)7y(p797¢))’z(p597¢))

= (psen(¢)cos(8),2psen(p)sen(d),3pcos(¢))

Apresenta-se de sequida um esbogo do elipsdide na figura 1.11.

Figura 1.11: Elipséide.

Apés alguns cdlculos concluimos que:

9z Oz Oz
dp 00 0¢
a(p507¢)) 2
= 2] 2] o =6
sl = || g |-
9z 0z Oz
dp 00 o¢p




Integragao Tripla

Neste capitulo vamos apresentar exercicios resolvidos sobre integrais triplos, envol-
vendo o calculo de volumes de regides de R3, calculo de integrais triplos de funcdes
continuas. Apresentam-se ainda exercicios resolvidos sobre o cédlculo do centro de
massa de uma regido elementar de R® e os momentos de inércia relativamente aos
eixos coordenados quando R? estd munido de uma funcio densidade pontual. Na
resolucdo de cada exercicio apresenta-se uma figura 3-D para tornar mais explicita a

resolugao de cada exercicio.

2.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 2.1.1. Calcule o volume da regido Q= {(z,y,2) €R3: (0 <2 <3)A(0 <

y<IHAN(0<2z<VI—a2)}.

45



Calculo Integral

Observagao 2.1.1. Apresenta-se na figura 2.1. a regido Q.

Figura 2.1: Regido Q of R3.
46



Integragao Tripla

Resolugao 2.1.1. Tem-se analisando a figura 2.1.

3 3 py/9—a2 33—
Volume(QY) = /// ldzdxdy:/ / z|y 9—a? dxdy
0

= //\/Q—xdedy /—dy

97 97
= d = —
1 o y|0
97 27
= (3 0)= o

Exercicio 2.1.2. Obtenha o valor do integral I tal que I = [ [ [, xdzdydx, onde D =
{(z,y,2) ER3: (0<z<DHA0<y<1-2)A(0<2<1—x—y)} e estd representado

na figura 2.2.

(xaya]-_x_y) *Z
Al

Figura 2.2: Sélido D de R3.

Resolugao 2.1.2. Facilmente vemos que a projecio da regigo D no plano Oxy € o

triangulo representado na figura 2.35.
47



Célculo Integral

Figura 2.5: Sélido D de R3.
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Integragao Tripla

b) Considere-se a figura 2.19.

yﬂ

(3y,v)

— - - -
Wk e mrc e

Figura 2.19: Projecao da regidao W no plano Ozy.

Logo:

I= fol é’y fol(y—2m)dzd:cdy+f13 g—y fol(y—Zm)dzd:cdy.
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Calculo Integral

¢) Considere-se o esbogo da projegio da regiGdo W no plano Oyz na figura 2.20.

Figura 2.20: Projecao no plano Oyz.

Assim, analisando a figura 2.21.

Figura 2.21: Regiao W.
68



Integragao Tripla

b) Apresenta-se na figura 2.28. a regigo R.

Figura 2.28: Regiao R.

Este exercicio é um bom exercicio para explicar o cdlculo de um integral utili-
zando coordenadas cartesianas. Vamos passar a descrever como € que se integra
triplamente. Assim, devemos em primeiro lugar decidir em que plano é que pro-
jetamos a regigo R. Neste caso optamos por projetar o solido R no plano Oxy

sequndo a diregio do eizo Oz. Mas entdo para cada ponto (x,y,0) da projecdo

7



Integragao Tripla

(I,0,2—I2)

V\

Figura 2.41: Regiao W.

Assim, tragando retas verticais ao plano Oxy passando por um ponto (x,y,0)
intersetamos a regiGo W de uma forma diferente conforme o ponto pertence a
regiao da projegio de W ndo sombreada ou pertence a regiao sombreada. Entdo
devemos partir o integral em dois integrais triplos - um cuja regido de integracdo
projetada no plano Oxy cai na regido ndo sombreada da projecio e outro em que
a regido de integragcdo de I cai na regido sombreada da projecdo. Assim, para
determinar os dois primeiros indices dos integrais da alinea b) considere-se a

figura 2.42.
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3.1 Exercicios Propostos

Exercicio 3.1.1. Desenhe o sélido:

S = {(z,4,2) ER}:(0<z<2DAANZ<y<2A(0<2<2—79)).

Exercicio 3.1.2. Desenhe o sélido S tal que:

S = {(z,9,2) ER®:(0<z<2)AN0<2<4—a2H)A(0<y<8)}.
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Célculo Integral

Exercicio 3.1.3. Descreva por compreensio o solido S representado na figura

3.1.

Figura 3.1: So6lido S.

Exercicio 3.1.4. Esboce a regiao de integracio de cada um dos sequintes inte-
106
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z

Figura 3.6: Regiao D.

e Exercicio 3.1.5.

a) I:fo6 fol fj;d:::dzdy.

,/ '(l—z,y,z) Y
“(1+2y,2)

Figura 3.7: Regido de integracao de I.
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