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INTRODUCAO

As equagdes diferenciais constituem um ramo de grande importancia na matematica
moderna. Ha intimeros fenémenos no meio que nos rodeia cuja interpretagdo pode
ser traduzida por modelos matematicos baseados em equacdes diferenciais. Na area
da engenharia, a cujos alunos este texto se dirige, podem mencionar-se como exem-
plos destes fenémenos a distribuigdo de temperatura num solido aquecido de modo
nao uniforme ou uma viga deformada sob a a¢do de um sistema de forcas ou ainda

um modelo de suspensdo automoével.

Mas o que ¢ afinal uma equacio diferencial? E uma equacio envolvendo derivadas
de uma ou mais fungdes com respeito a uma ou mais variaveis independentes. Nesta
obra cujo objetivo é apresentar problemas sendo alguns resolvidos, serdo apenas es-
tudados exemplos de equagdes diferenciais ordindrias, isto €, equagdes envolvendo
funcoes e as suas derivadas em ordem a uma s6 variavel independente que sio re-

presentadas por
F(x,y,y',...y(”)): 0
sendo x a variavel independente e y a variavel dependente.
A ordem da equagio diferencial é a ordem mais elevada das derivadas da variavel
dependente presentes na equagao. S3o assim equacgdes de primeira ordem as equa-

¢des do tipo

Flx,»,y)=0
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que serdo tratadas no primeiro capitulo onde se apresentam diversos métodos de in-

tegragdo para este tipo de equacdes.
As equagdes de segunda ordem sio do tipo
Flx,y.y',y")=0
e serdo tratadas no capitulo 2 onde se referem as equacdes diferenciais de ordem 7.

Sao estudadas em particular as equacdes lineares que sdo equacdes diferenciais li-

neares em y e nas suas derivadas do tipo

Por serem as mais frequentes nos fenémenos fisicos é dado especial énfase neste ca-
pitulo 2 as equacgdes de segunda ordem, sendo apresentado um método de resolugio
em que a soluco é representada por uma ou mais séries de poténcias. Um exemplo

importante destas equagdes que sera estudado ¢ o da equagao de Bessel.

No terceiro capitulo ¢ estudado um método de resolugio de sistemas de equagdes di-
ferenciais lineares, isto é, um conjunto de equacdes simultaneas e finalmente no ca-
pitulo quatro ¢ introduzido o conceito de transformada de Laplace que ¢ particular-
mente Util na resolugio de problemas de valor inicial, ou seja, uma ou mais equagoes

diferenciais de ordem »n com 7 condigdes iniciais

J’(xo):koa y'(xo):kl» y"(xO)Zkz,...,y("fl)(x ):kn—l

E neste caso que sdo incluidas as fun¢des com descontinuidades, nomeadamente a

Funcao de Heaviside e a fungdo impulso.

No capitulo 5 ¢é apresentado um método numérico para determinacio de soluc¢des
em que se discretiza o dominio. A solugdo é apresentada em valor aproximado em n

pontos do dominio previamente escolhidos.
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CAP

TULO T

EQUACOES DIFERENCIAIS
DE PRIMEIRA ORDEM

Neste primeiro capitulo sfo estudadas equacdes diferenciais de primeira ordem con-

tendo a primeira derivada da funcdo y e que sdo representadas por
Flx,,y")=0 M

A equagio (1) pode apresentar a derivada explicita ou implicita, sendo que o primeiro
caso ¢ estudado nas seccdes 1.1 a 1.5. Ao longo do capitulo sdo estabelecidos processos
de integracdo para determinados tipos de equacgdes diferenciais. A tltima seccao deste

capitulo, sec¢io 1.6, aborda algumas equagdes ndo resolvidas em ordem a derivada.

1.1 Equacdes diferenciais de variaveis separaveis
Uma equacio diferencial de variaveis separaveis ¢ uma equacao do tipo
ghy'=r(x) @)

que pode ser escrita na forma

()%= 7 (¥)
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Uma equacio diferencial homogénea ¢ do tipo
M (x,y)dx + N(x,y)dy =0 (6)
em que M(x,y) e N(x,y) sdo funcdes homogéneas do mesmo grau 7.

Neste caso a substituicdo y = ux transforma a equagio (6) numa equagao de varia-
vels separaveis em u ¢ x. Analogamente, a substituicdo x = vy transforma a equagao

(6) numa equagio de variaveis separaveis em v e ).

Se a equacio (6) for escrita na forma

dy _ M(x,y)
dx N(x,y) 7)

. 1 ..
pode-se substituir x por Ax e y por 4y, se A>0. Tomando para 4 o valor — se x positi-
1 x

VO Oou —— seX negativo, tem-se
X

My/x) o
M(x,y)zM(Xx 7\.y) (1 y/x) )
N(x,y) N(kx,ky) (1 »/x) x<0

N(-L-y/x)’

. . = Y
Assim, verifica-se que o resultado se pode escrever como uma funcio de = e portan-
X

to a equacio diferencial (7) pode ser escrita na forma

y=A2) 0

o que permite concluir que se a equacio diferencial ' = F(x, y) ¢ tal que

F(hxay)=F(x,y) (10)

entdo ela ¢ homogénea.

Teorema

Se a equagio diferencial y' = F(x, ) ¢ homogénea entio a mudanga de variavel y = ux

transforma esta equagio numa equacio diferencial em u, de variaveis separaveis.
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Resolugéo
A familia dada é uma familia de circunferéncias com centros no eixo Ox e tan-

gentes ao eixo Oy (Fig. 1.1.).

Figura 1.1.

A equagdo diferencial que as caracteriza é obtida por derivac¢do de ambos os

membros da equagdo. Obtém-se entido
2x+2yy' =2a

Substituindo o valor de a que se obtém da equac@o inicial

2 2
X7+
'

2x

e resolvendo em ordem a ' tem-se

Entdo a equacio diferencial das trajetérias ortogonais é tal que y!, =——

, 2xy
Yoo =72 2

y =X

30
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que ¢ homogénea. A sua solugdo é
x’+y’=Cy,CeR

que ¢ a familia de circunferéncias de centros no eixo Oy e tangentes ao eixo

Ox que se pode ver representada na Figura 1.2.

Figura 1.2.

Problema 1.31.

. . , . LN 1 z 2
Determinar as trajetorias ortogonais a familia de parabolas x = ay”.

Resolugéo

Derivando ambos os membros da equacido em ordem a x tem-se
1=2ayy’

e eliminando o parametro a
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obtém-se

- 1 , ~ . . C
Substituindo y’ por —— obtém-se a equagdo diferencial das trajetérias
y

ortogonais

__2x
y
que é uma equacdo de variaveis separaveis. Integrando conduz a
2

x2+%:C,CeR

que ¢ uma familia de elipses (Fig. 1.3.).

Figura 1.3.

Problemas

Determinar a equagédo das trajetorias ortogonais as seguintes familias de curvas:
1.32. y*+2ax=0, a>0

1.33. y=ax’

1.34. x'+yf=d"
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1.50. 4senxsen3ycosxdx =3cos3ycos2xdy

1.51. (3)czy+8xyz)alx+(x3 +8x2y+12yey)dy =0

Solugdes
141, =c
y
142. —Y in|x+yl=C

xX+y

2 R

1.43. x?+ye-" =2
144, x*+3x°y*+y*=C
2
1.45. %+xy+y2:C
146. x*/4-3/2x*y* +2x+y*/3=C
147 x> +y* —2arctg(y/x)=C
2
1.48. ;—3+ln\y‘=C
1.49 x—3—x —X+lsen2 =C
SR T TR

1.50. cos2xsen3y=C

151 xX’y+4x’y’ —12¢" +12ye’ =C

1.41. Fator integrante

Se a equacdo (25) ndo for uma equacdo diferencial exata é possivel em certos ca-

sos transforma-la numa equagio exata multiplicando-a por uma funcio particular.

Uma funcio u(x,y) é um fator integrante da equacio nio exata se multiplicando a

equacgdo por esta fungdo

ux, )M (x, y)dx + N(x, y)dy] = 0 (33)
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C(x)z —xcosx+senx+C

Finalmente a solugio ¢é

x+1

ysz—H—(x+l)cosx+ senx, Ce R
X X
Problemas

1.64.

Resolver as seguintes equagdes diferenciais tendo em conta as condi¢des iniciais dadas:
a) y-3y=e”’, y=0 para x=0 ¢ xe ]—oo,+oo[
b) x'-2y=x", y=1 para x=1 ¢ xe|0,+of
€) —+x=¢, x=1 para t=0 e te|ooq+o0
d) y+xy=x’, y=0 para x=0 e xe |oo+of
e x+2y= 4e*
1.65.
O grafico de uma fungio f(x) passa por P,=(0, 1) e P, =(1, 0). Para todo o ponto ar-
bitrario da curva, P(x, y), a curva esta situada por cima da corda PP, caarea A(x)
da regido compreendida entre a curva e a corda PP é igual a x°.
Determine a fungio f(x).
1.66.
Determinar a solugio geral da equagio y'sen x+ ycosx=1 para xe [0, .
Resolver as seguintes equagdes diferenciais:
1.67. xy'+2(1—x2)y=1

1.68. '+ ycotgx =sen2x

1.69. ( —xz)y' +xy=2x
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1.5.2. Equacgéo de Riccati
A equacio de Riccati é do tipo
¥+ Px)y+0(x)y* = R(x) (61)

com P(x), O(x) e R(x) continuas num dominio D. Para esta equacdo ndo ¢é possivel
descrever um método de calcular a sua solucio geral. No entanto, no caso de ser co-
nhecida uma solugdo particular, a integragao da equagio ja é possivel por um pro-

cesso simples.

Teorema
Considere-se a equacdo de Riccati (61). No caso de ser conhecida uma solucdo par-
ticular #(x) a mudanga de variavel

y=ulx)+ L (62)

V4

transforma a equagdo numa equacéo diferencial linear de primeira ordem em z e x,

sendo z a nova variavel dependente.
Demonstracao

. s 1 ~
Considere-se a mudanga de variavel y =u(x)+—. Entdo
z

y'=u(x)-—2 (63)

Substituindo em (61) obtém-se

z z

wlx)- Lo P(x)(u(x)ﬂj N Q(x{u(xp 1)2 = R(x) 64)
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1
1.96. y=senx+ ——;y=senx
Ccosx—senx

3xz_ 1
197 y:Ce 21+6x; p=1

3
Cxe™ —x X

I-a
198, o a0

xiCxl’“+1} Y X

1.6. Equacgdes nao resolvidas em ordem a derivada

Considere-se a equagio diferencial

Sy.y)=0 (68)

Supondo que ndo ¢ possivel resolvé-la em ordem a derivada e tomando

y'=p (69)
tem-se
f(6y.p)=0 (70)

e derivando em ordem a x obtém-se

(71)
Ox Oy dp dx

Eliminando x e dx usando as equacoes (69) e (70) obtém-se a nova equacio diferencial

1y, p.dy,dp)=0 (72)

ou em alternativa, eliminando y e dy

f(x,p,dx,dp)zO (73>

o que integrando conduz a

F(y.p)=C (74)
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Tomando y' = p a equagdo escreve-se

y=x¢(p)+w(p) (78)

e derivando em ordem a x obtém-se

p=olp)+x0(0) L sy (p) L (79)

dx
Resolvendo em ordem a — tem-se

dp
a ¢p) _ vip)
dp p-9lp)” p-olp) (80)

que é uma equacdo diferencial linear de primeira ordem em x com p como varia-

vel independente. Integrando esta equagdo e eliminando p obtém-se o integral geral.

Problema 1.107.

Resolver a equacio diferencial y = x(l + y')+ '

Resolucéo

Tomando y' = p a equagdo escreve-se

y=x(1+p)+p’
e derivando em ordem a x tem-se

dp dp
=l+p+x—+2p—
P P dx pdx

que ¢ equivalente a equacio diferencial linear de primeira ordem
—+x=-2p
p

A integragio desta equagao conduz a solugao

x=Ce? +2(1-p)
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€ como Y, ¥,,..., ¥, sdo solucdes de (13) pode confirmar-se que esta soma se
anula e portanto a equacio ¢ verificada pela soluciio z(x) que é a combinacio

linear de y,,y,,..., ¥,

Teorema

O espago de solucdes da equagio homogénea (13) ¢ um espaco de dimenséo n, isto é, se
a equacio ¢ de ordem 7 ha n solugdes linearmente independentes y,, y,,..., ¥, e qual-
quer solugdo particular da equacio (13) pode ser expressa como combinagio linear

dessas 7 solugdes linearmente independentes. Entéo a solugio geral de (13) é dada por

y(x):Clyl(x)+C2y2(x)+"‘+cnyn(x) (17)

Um processo de determinar a independéncia linear de #n fungdes f;, f,,..., f, ¢ atra-

vés do calculo do seguinte determinante designado por Wronskiano

S S
Wt t)=| 7T (18)
fl("*l) fz(nil) . f (n-1)
Teorema

O Wronskiano de 7 solugdes da equagio diferencial linear homogénea (13) é ou nulo
em todos os pontos ou nunca se anula em nenhum ponto. Quaisquer solucées de (13)
sdo linearmente independentes se e s6 se 0 Wronskiano ¢ diferente de zero em todos

os pontos do dominio.

Considere-se agora a equacido nao homogénea (12).

Teorema

Se Y(x) ¢ uma solugio particular da equacio (12) e y,,v,,..., ¥, sdo n solugdes linear-
mente independentes da equagdo homogénea associada (13) entdo a solucdo geral da

equagdo nio homogénea ¢é

y(x):Clyl(x)+Czyz(x)+...+Cnyn(x)+Y(x) (19)
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225. y"-yp"+y'—y=0

(iV) _ " " o_
2.26. y 29" +y" =0

(iv) -
227. y'"W+4y=0
228. ™y 12y=0
229. W 1107425, =0
Resolver os seguintes problemas:

2.30.
Uma curva integral y =u (x) da equagao diferencial y"—4y'+29y =0 intersecta uma
curva integral y =v (x) da equac@o diferencial y"+4)'+13y =0 na origem. As duas

curvas tém o mesmo declive na origem. Determinar u e v se u'(n/Z) =1

2.31.

Em cada caso deduzir a equagdo diferencial linear de 2* ordem que tem como solu-

¢Oes particulares:

a) y=e¢iy=e"
b) y =€y, =xe”
©) »= e_% Cos X; ¥, = e% sen x
Solugdes
214, y=Ce™ +Cpe™
215. y=C,cosx+C,senx
216. y=Ce* +C,e™

217, y=C +Cye”

218. y=Ce " +Cyxe "
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Escrevendo agora a equagio diferencial com estas expressdes para as derivadas y*)

obtém-se

[(C,u("))+ f(x)]+a (C u("’]))+. a, (Cu')+a,(Cu)=
—C(  bau, " l)+...+a"7,ul’+anu)
+C( +au2( R u2+au)

(n-1)

n—1

+C( +au, +...+an_1u,',+anu,) () ()
uma vez que u,,u,,...,u, sao solu¢des da equagio homogénea.
As n condi¢des impostas conduzem a resolucio do seguinte sistema de n equagdes

’ ’ ’
em C/,C;,...,C)

Cu +Cuy+...4Clu, =0
Cul +Cuy+...+Clu, =0

(57)
Cl’ul("fl) +C§u2("7l)+...+C'u (=-1) = f(x)

n"n

E sempre possivel determinar a solucio deste sistema uma vez que o determinante
dos coeficientes ¢ o Wronskiano das funcdes linearmente independentes u,,u,,...,u,
e ¢ ndo nulo.

Note-se ainda que este método, pelo que ficou mostrado, se aplica igualmente a

equacdes diferenciais lineares de coeficientes ndo constantes.

Problema 2.32.

Calcular a solugdo geral da equacdo diferencial y" -2y"+y"' =xe".

Resolugéo

Seja a equagdo caracteristica
P =2rt+r=0

Das suas raizes 0 e 1, sendo esta dupla, obtém-se a solugdo da equagio

homogénea

X X
,=C, +Cye" +Cixe
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Generalizando (sem efetuar agora a demonstracio que devera ser feita pelo método

de indugao) deduz-se que o anulador de kx" é D",

D"fx" = kD"'x" =kD"nx"" =---=kn(n—1)---2-1D1 =0 (66)
No caso de fungdes exponenciais tem-se que o anulador de ke™ é D—a.

(D - a)ke™ = Dke™ — ake™ = ake™ —ake™ =0 (67)
Para xe™ o anulador é (D —a)’, como se pode verificar, e no caso de x"e* o anula-
dor é (D —a)"".

No caso das fungdes senpx e cospx o anulador é D* + B’

(D2 + B2 ) senfx = Dzsean + stean = —stenﬁx + B2sen[3x =0 (68)

e no caso de e®senPx e e®cospx o anulador é D* —2aD + o’ +p°.

Resumem-se na tabela seguinte (Tabela 2.1) os anuladores de algumas fun¢oes

Tabela 2.1.
1 D
X DZ
Jox” Dl
e™ D-a
Ix"e™ (D_(x)nﬂ
cospx D? +p?
senfx D* +B?
ke™ cosPx D? 20D+ 0> +p>
ke™ senPx D*—2aD+0a’ +p?
kx"e* cosPx (02 —2aD+a’ +B’ )"“
kx"e* senBx (02 —20D+0a’+B° )"“
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e resolvem-se por uma mudanca de variavel.

Considerando «a + fx >0 faz-se a substitui¢io
a+pfx=¢ (70)
e t ¢ anova variavel independente. Converte-se assim a equacio (69) numa equagio

diferencial linear de ordem n de coeficientes constantes.

As derivadas de y sdo substituidas por

dydt dy | _,
':——:— 4 71
Y wiaa” (7)
d’yo oo dyo dt oo L (dly dy
" _ etet——eth e t _ 72
Y dt? peP dtB dx P dt*  dt (72)
" _Bﬂ3e—3t ﬂ_3 dzy +2dl (73)
7 dr’ dr? dt

etc.

No caso de a + fix <0 deve efetuar-se a substituicio a + fix = —¢'.

Problema 2.52.

Resolver a equagio diferencial x*y" —3xy" +4y =0.

Resolugéo

Neste caso a =0, B =1 e portanto a + fx = x. Tem-se

_dy
=
7 dt
e também

" __ dzy dy =2t
g _£dt2 dr |

Efetuando a substitui¢do x =e' a equacdo toma a forma

2
e’le™ d ;’_Q —3e’e"d—+4y:0
dt  dt dt
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Problemas

Determinar as solugdes das seguintes equacdes diferenciais:

2.54.

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

2.60.

2.61.

2.62.

Xy +xy +4y =0
x*y"—4xy' +6y =x

3 m 3 2. n

x y"+6xy"'—6y=0

3dy+4 2 4’y —5x & —15y =x*

dx’ dx? dx
¥y —xy'+2y=1+In*x
Xy =3xy'+3y=Inx, y(1)=1 y'(1)=2
Xy 2x7y" +xy' —y =15cos(2Inx), y(1)=2, y'(1)=-3, y"(1)=-3
(2+x)2y"+iy 2+4x
(1+2x)" y"+2(1+2x)y" = In(1 + 2x)

Solugées

2.54. y=C, cos(2lnx)+C,sen(2lnx), x>0

2.55.

2.56.

2.57.

2.58.

2.59.

y

y

y=

y

Y

1
=Cx’ +C,x* +§x, x>0
=Cx+C,x> +C,x°, x>0

Cx’ + ! [C cos(Inx)+C, sen(lnx)] ;%, x>0
=x[c, cos(lnx)+C2sen(lnx)]+l+lnx+%lnx2, x>0

=é(5x3 +4+1nx3), x>0
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2k
267 y= c0[1+32 2k —3) (2= 1)J+CI|:(X_2)_(X_2)3:|’ l<x<3

2k+1
2k+1 25 (k+1)!
2.68. ky +3 , +3|ko
oz Clz (2k+1)! +3) |x+3]

x2 o0 x2k+l
2.69. =c)|l-"—|+¢|x— L x5
' "( 25) ;5“ premn ]

1 1 1
=c,x+c l—xz—x4—x6—x8—~~j, xl<1
270. y=¢ 1[ 3 5 - x|

271, y=c,(x+1)e*

© _ 1)nx2n o 1)” x2n+l
2.72. y=cy1 _ b
g C{ +,,Z_;2~4-6'8--~-(2n)]+cl(x+;3-5- 7-9- (2n+1)]

2.4.2. Solucdes em série de poténcias generalizada.
Método de Frobenius

Considere-se que x, ¢ um ponto singular da equacio (75)
ay(x)y" +a,(x)y"+ a(x)y =0 (75)

Entao nio ¢ possivel determinar uma solu¢io em série de poténcias de x —x,. Sob

certas condigdes, a solucdo toma, no entanto a forma

y:‘x—xo‘chn(x—xo)" (81)
n=0

onde 7 ¢ uma constante real ou complexa.
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Aplicando estas propriedades os coeficientes podem escrever-se na forma

(1) 1)’

T 1 pr2) (2’ T(p+1) 2 mT(ptn+l)

Para cada raiz p da equacio indicial a correspondente solucio particular da
equacao de Bessel ¢ usualmente representada por J, e designa-se por fungao

de Bessel de primeira espécie de ordem p

T S

e pmp n!F(p +n+ l)

Problemas

Usando o método de Frobenius determinar uma solugdo em série de poténcias em

torno do ponto singular x, para cada uma das seguintes equagdes diferenciais:
2.74. 2xzy"+xy'+(x2 —l)y =0
2..n ’ 2 8
275. x'y"'-xy +(x +9jy:0
276. 3x"—(x-2)y'-2y=0
277. Xy +x/ +( : —i]y =0 (Equagﬁo de Bessel de ordem ;j
278. x'"- (x2 + Z)y' +xy=0

279. 9x(1-x)y"-12y'+4y=0

Solugées

2 4 1 2 4
274. y=c¢x P A +c,x 2 |
14 616

4 2 4 2 2 4
275. y=¢x> 1—3i+9i—~-- +c,x3 1—3L+9L—~--
16 896
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Resolver os seguintes problemas de valor inicial:

dx
=3x+8y
320. (¥ com x(0)=6 e y(0)=-2

y
—=-x-3y

dt

dx

= =3

dt Y
Y com s0)=45(0)=0 ¢ <0)-1

3.21.
= =2x+8y -2z
dt

'=2
3.22. {y 1T com p(0)=-9 e y,(0)=15

=2y, +4
3.23. {y'I N2 om »(0)=—4 e »,(0)=—4

3.24. com y,(0)=3 e y,(0)=4

V,=3y, =2y,

3.95 x; =4x —2x, 0) 10
.25. x(0)=
xy =25x —10x, 40

X =3x-x3 -1
3.26. (% =2x+2%+x  x(0)=| 2
x5 =8x; —3x3 -8
Solugées
3.4. x =Ce ' +Cye, X, =2Ce —2C,e™
3.5. x=Ce¥ + G + G, y =0 —2Ce",  z=-Ce* + Gy
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Entao tem-se

LU0} = [0 - 9

= lim ( [ re)ear+ rM+g f ’(t)e“"’dtj =

"0 ©)

e usando integracdo por partes

=lim [(f (e ) =" =se fledde+ (1 (0™, - (10)

[" - f(t)se“"’dtj:

to+e

= imle )= 0k o[ s+ (1)
ey ¢ 1

—e £t )+ s [ ’:4” f(t)e™ dt)

Analisando agora cada um dos limites tem-se

lim f(M)e™ =0

M—w

por a funcio fser de ordem exponencial e

limle™ £, )= £, 7)=0

£—0

por fser continua.

Finalmente somando os integrais e calculando os limites restantes tem-se

LU O} =—10)+ ] 70k de =s£ {70} £(0) 12

Corolario 1
Se f(z) e f'(¢) sao fun¢des continuas de ordem exponencial em [0,00) e se f”(¢)

¢ também de ordem exponencial e continua por sec¢des em [0,00) entiio

LYW =s"L ()= 5 0)-1'0) (13)
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4.23.

s7-8

4.24. m

2
2a°s

4.25. isz +a’ isz +942 ’

6s? =2

(s2 +1)3

4.26.

4.3. Inversa da transformada de Laplace e aplicagéao
as equacoes diferenciais

O problema da determinacio da inversa da transformada de Laplace consiste em
dada uma funcio F(s) determinar a funcio f(f) que tem F(s) por transformada

de Laplace. A inversa que ¢ designada por L7 {F(s)} ¢ f(z).

A inversa da transformada de Laplace, se for continua, é tinica e possui também a

propriedade da linearidade.

Problema 4.27.

. . 1
Calcular a inversa da seguinte transformada de Laplace F(s)= .
J P ( ) sis2 + li

Resolugéo
. 1 .
Comecando por reduzir a fracoes simples. Tem-se
¢ P sis2 + li ¢ P

1 _é+BS+C
s(52+1)_s s2+1
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3
458 -1 ; +e ' —te”

4.59. y=(3-4t)e' +sent—3cost

1 1
460. y=e' —te' —=t’e' +—te
2 60

461. x=e¢"'sent y=2¢ —2¢"(cos2t+sen2t)

Considere-se agora para uma fungio f(¢) uma translagio no eixo dos # ¢ a sua im-
plicacdo na transformada de Laplace. Seja por exemplo a funcdo de Heaviside (fun-

¢do em degrau), (Iig. 4.1.)

0,0<t<a

u(t—a):{ (29)

1, t>a

que é uma translagio de a unidades para a direita na fungao f(¢)=1com ¢ > 0.

u (t-a)

N

Figura 4.1.

Seja agora um caso mais geral de translagio de @ para a direita numa fungao f(¢) e

designe-se essa nova funcio por (Fig. 4.2))

0, O<t<a

flt—a) t>a 30

fle-abfe-a)-{
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que graﬁcamente tem a representagéo seguinte

VAU, f(t-a) u (t-a)

WV
~
4
~

Figura 4.2.

Teorema (Segundo teorema da translagao)

Seja f(¢) continua por seccdes e de ordem exponencial em [0,00) com transformada

de Laplace dada por F(s). Considerando a fungio

, entao

f(’_“)"(’—a):{?(t—(;;iz

LY (t-alult-a)j=eF(s)

Demonstracédo

Aplicando a defini¢do de transformada de Laplace obtém-se

Lif—apli-a)t=[ " fle-ali—a)e " di = (32)

=" fle-a)ear (33)
Fazendo a mudanca de variavel 7 =t —a tem-se

J.:f(T)e"Y(T*”)dT =e® J.:f(T)e’STdT =e“F(s) (34)

]
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4.5. Transformada de Laplace da func¢ao Delta
de Dirac

Considere-se a func¢io (I'ig. 4.3.)

f,((t)= a<t<a+k (35)

outros valores

S ==

que representa uma for¢a f, cujo impulso no intervalo [a,a + k] é representado pelo

integral definido de f, nesse intervalo. Esse integral tem valor 1.

J@©
N
1/k _—
>t
a a+k
Figura 4.3.
Esta funco pode ser representada por
1
£0= 2l -a)-ate a0 36)

e a sua transformada de Laplace ¢ dada por

A “funcédo” delta de Dirac ¢ definida pelo limite

8(r—a)=lim £, (z) (38)

k—0
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3e ¥ sent, 0<t<l

487 y(t):{

3¢ sent+e’e ¥ sen(t—1), 1>1

e cost, 0<t<2m

e cost+e e sent, t>2n

4.88. y(t):{

e +e, 0<t<%

489. ()=

e +e —let% +lei3[t%j, t> 1

4 4 2
4.6. Transformada de Laplace do integral
Teorema

Seja f(¢) continua por secgdes em [0,0) e de ordem exponencial. Entdo a transfor-
mada de Laplace de L; f(x)x ¢ dada por

cf O’f(x)dx}:lc{ﬂr)} (40)

Demonstracédo
Como f(t) é continua por secgdes em [0,c0) e de ordem exponencial, a fungio
F(t)= Ljf (x)dx ¢ continua em [0,00) e de ordem exponencial. Entdo pode apli-

car-se o teorema da transformada de Laplace da derivada
LU= LIF (@)} = sLiF ()~ F(0)= (41)
= Sﬁ{[; f (x)dx}— .[00 £(x)dx (42)

€ portanto tem-se

£l ptekiel=Leisto) (13

£{[ ' f(x)dx}: éF(s) (44)
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249

N

410. ¥

4111, arccotgﬂ
2

4M2. tsenh2t

4M3. e —e™)

4114 sen ot

4.8. Teorema da convolugcéo

Um processo importante de determinacdo da inversa de transformadas de Laplace ¢

dado pelo teorema da convolucdo. A convolugao de duas fungdes f'e g é definida por

£ 50)= [! £(Rlele— ekin 54

sendo fe g duas funcgdes continuas por sec¢gdes em qualquer intervalo fechado fini-
to0<z<bh.

Teorema (Teorema da convolugao)
Sejam f(f) e g(f) duas funcdes continuas por sec¢des em cada intervalo 0<z<b e de

ordem exponencial e entdo

Lif =g}=Lificle} (55)
para s>vy.
Demonstracao

Por defini¢ado de transformada de Laplace tem-se

Lifegl= j(jf Hdr) gt (56)

que pode ser escrito como

Ij “ £(1) t—‘cdtdt (57)
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e assim sucessivamente podem definir-se diferencas de qualquer ordem A* pela

expressao

Akyn =Ny - Akily,, k=12,.. ()

51.2. Diferencas centrais e diferengas divididas

Para algumas aplicagdes como em problemas de interpolagio e na resolugdo numé-
rica de equagdes diferenciais ¢ mais conveniente usar outro tipo de diferencgas desig-

nadas diferencas centrais e que sdo definidas por

=y 17¥ 1 6)
"

em que o ponto x; ¢ central relativamentea x | e x ;.
i— i+—
2 2

A diferenca central de segunda ordem ¢é dada por

62yn:6y 1 _6y :(yn+1_yn)_(yn_yn—l): (7>

n+— nfl
2 2

=Vl _Zyn + Yn

diferencas divididas seja para a frente ou centrais (ou ainda para tras, mas que nio
sdo aqui referidas). Se os pontos de uma dada malha sdo igualmente espacados de

uma quantidade 4 a diferenga dividida para a frente é dada por
Ay, = yn+]h_ Yn 8)
e no caso de diferencas de segunda ordem

20 _Ym2 =2V tY
Ny, = ne2 =2 Vna T 9
h
Se forem consideradas diferencas centrais tem-se respetivamente para primeira e se-
gunda ordem
d 1 -8 4
n+ n—

5 5 (10)

h

dy, =
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Se forem dados os dois valores y, e y, como os dois primeiros elementos da suces-
sdo que ¢ solucdo da equacdo, ¢ possivel obter y, em funcgio de y, ¢ y;, depois y;
em fungdo de y, e y;, e assim sucessivamente calculam-se todos os elementos da su-
cessdo por recorréncia. O problema de encontrar a solugdo de uma equacio de di-
ferengas satisfazendo condigdes iniciais dadas ¢ designado problema de valor inicial.

No caso geral de a equac@o ser de ordem 7 serdo dados os valores yg, y; 5.y Vyog-

Teorema

Seja a equagdo de diferengas linear ndo homogénea de coeficientes constantes (ou

coeficientes que séo sucessdes dadas)

AgYpea AV T A2V, = [y (17)

sendo a,a;,a, constantes e f, uma dada sucessdo. Se 4 e B sdo duas constantes tais
que yy =4 e y; =B asolucido de (11) (que no caso de a, =0 ¢é uma equagio de pri-
meira ordem) existe e é tnica. A semelhanca da teoria das equacdes diferenciais o
resultado ¢ valido para equagdes de ordem 7 e ainda para equagdes de coeficientes

nao constantes.

Teorema

Considere-se o Casoratiano de duas sucessdes u,,,v,, definido por

u v

n n

(18)
Upt1  Vpsl

Sejam duas sucessdes u,,v, solu¢des de uma equacio de diferengas linear e homo-

génea. Entdo o Casoratiano é sempre diferente de zero ou zero para todos os valo-

res de n. No primeiro caso as solu¢des sdo linearmente independentes e no segundo

linearmente dependentes.
Exemplificando com as sucessdes 1 e 2" o Casoratiano é dado por
1 2" n+l

- n _~n _An
| 2n+1-2 —2"=2"(2-1)=2" %0

e ¢é sempre diferente de zero.
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5.31. Método passo a passo

Dada a equagio (14) e dois valores iniciais y,, y;, podem obter-se por recorréncia to-
dos os valores da sucessdo calculando y, em funcdo de y,,y;, depois y; em funcio

de yy,y,, etc. Tem-se

_ @+t a)

W=7
ap

_ _ )y tar)

Vy=7———
ao

e assim sucessivamente, todos os termos vao sendo calculados. Este método é, portanto,

um método explicito.

Problema 5.1.

Calcular os valores de y,, n=2,3,4,5 para o problema de valor inicial

Yni2 =3Vpn +2, =0,com y; =0,y =1.

Resolugéo

Calculando passo a passo tem-se que
Y2 =3y -2y =3

Y3 =3y =2y =7

Y4 =3y3-2y, =15

Vs =3y4—2y3=31

5.3.2. Determinacéo da solugdo geral como combinagéao
linear de solugbes

Considere-se a equagio (14) e procurem-se solugdes nio nulas, (ja que a sucessdo de

termos repetidamente nulos é obviamente solugdo) na forma

Yy =r" (22)
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5.41. Determinagdo de uma solucéo particular

O método dos coeficientes indeterminados permite calcular uma solugio particu-
lar da equagdo de diferencas para alguns tipos de sucessdes que figurem no segun-
do membro da equacio.

Sdo cinco os casos considerados e dispostos na Tabela 5.1.:

Tabela 5.1.

/, forma da solucao particular

1. C constante A

2. C n* (k inteiro) Apf+An + + A n+ A,

3.Ch Ab"
4. C cos (n9) A cos (n0) + B sen (n0)
5. C sen (n0) A cos (n0) + B sen (n0)

Os coeficientes considerados na forma da solucZo particular procurada sio determina-

dos simplesmente substituindo na equagio geral e resolvendo um sistema de equacdes.

No entanto, no caso de a solu¢do da equacido homogénea conter um termo do mes-
mo tipo da sucessdo do segundo membro, a solugdo particular nio devera ser igual a
essa, mas sim ainda do mesmo tipo e multiplicada pela menor poténcia de zn que eli-
mina essa duplicacio. Alguns exemplos para o caso de equacdes de segunda ordem

podem ser os apresentados a seguir na Tabela 5.2.:

Tabela 5.2.

1.

forma da solucao particular

(alguns exemplos)

1. C constante

se f, do mesmo tipo de /1,

An

2.Cn’(eh =c +c,n)

A +An+An+An')n

3. Cbr Anb"
4. C cos (n9) nA cos (n0) + nB sen (n0)
5. C sen (n0) nA cos (n0) + nB sen (n0)
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sendo os valores dados designados condicées fronteira de Dirichlet. Muitos proble-
mas incluem alternativamente condi¢des fronteira que contém as derivadas da solu-
¢do em dados pontos, por exemplo u'(a) = o e neste caso designam-se condi¢des fron-
teira de Neumann. Em casos mais gerais as condi¢des fronteira contém combinagdes
de valores da fungio assim como da derivada em determinados pontos e designam-

-se entdo por condigdes fronteira mistas.

A resolugdo de equactes de diferengas como problema de valor inicial é consideravel-
mente diferente do caso de problema de valor na fronteira. No primeiro caso os valo-
res de ¥, sdo normalmente determinados um ap6s outro por um processo sequencial
explicito. Em problemas de valor na fronteira tal ndo é possivel e é necessario resol-
ver um sistema de equacdes e obter as solucbes simultaneamente, tratando-se de um
método implicito. Os métodos explicitos sdo mais faceis de aplicar, mas os implici-

tos tém a vantagem de que tendem a ser mais estaveis e ter convergéncia assegurada.

Sendo o objetivo deste capitulo a abordagem da resolu¢do numérica de equacdes di-
ferenciais, nos exemplos apresentados a seguir as derivadas sdo aproximadas por di-
ferengas finitas centrais ou para a frente e sdo apresentadas apenas equacdes de pri-
meira e segunda ordem. Sdo ainda apresentados modelos matematicos em que a equa-
¢do ¢ ndo linear, mas onde o método se aplica mesmo assim, obtendo-se a solu¢io

iterativamente, como ¢ o caso da evoluc¢do de uma dada populagio (problema 5.19.).

Problema 5.17. 5

Resolver a equagio diferencial dig =y usando o método das diferencas finitas com
x

Ax=0.5 ¢ p(1)=0.5876, y(3) = 5.00895

Resolugéo

Considerando os cinco pontos x; =1, x, =1.5, x3 =2, x4, =2.5, x5 =3, ¢

escrevendo a equacio de diferencas centrais associada

yn+1_2J;n+yn—1 =y, n=234
h
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Solugdes
5.19. 113.3 e 135.4 milhares

5.20.  y,=04137

»,=0.5603

»,=0.7151

», = 0.8869

ys=1.0890
S.21.

X y solucio exata com 3 casas decimais
-0.4 0.230 0.230
-0.2 0.657 0.659

0 0.997 1.000
0.2 1.257 1.259
0.4 1.430 1.430

5.22. 0.254 ¢ 0.317

5.23.

4.5 0.0340
5 0.0320 0.0326
5.5 0.0321
6 0.0333 0.0337
6.5 0.0352
5.24.

1.2 4.991
1.4 5.489
1.6 6.207
1.8 7.163
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