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INTRODUÇÃO XI

INTRODUÇÃO 

As equações diferenciais constituem um ramo de grande importância na matemática 
moderna. Há inúmeros fenómenos no meio que nos rodeia cuja interpretação pode 
ser traduzida por modelos matemáticos baseados em equações diferenciais. Na área 
da engenharia, a cujos alunos este texto se dirige, podem mencionar-se como exem-
plos destes fenómenos a distribuição de temperatura num sólido aquecido de modo 
não uniforme ou uma viga deformada sob a ação de um sistema de forças ou ainda 
um modelo de suspensão automóvel.

Mas o que é afinal uma equação diferencial? É uma equação envolvendo derivadas 
de uma ou mais funções com respeito a uma ou mais variáveis independentes. Nesta 
obra cujo objetivo é apresentar problemas sendo alguns resolvidos, serão apenas es-
tudados exemplos de equações diferenciais ordinárias, isto é, equações envolvendo 
funções e as suas derivadas em ordem a uma só variável independente que são re-
presentadas por 

( )( ) 0=′ ny,...y,y,xF  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

sendo x a variável independente e y a variável dependente.
 
A ordem da equação diferencial é a ordem mais elevada das derivadas da variável 
dependente presentes na equação. São assim equações de primeira ordem as equa-
ções do tipo
               

 

( ) 0=′y,y,xF  
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que serão tratadas no primeiro capítulo onde se apresentam diversos métodos de in-
tegração para este tipo de equações.
 
As equações de segunda ordem são do tipo

 

 

( ) 0=′′′ y,y,y,xF  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e serão tratadas no capítulo 2 onde se referem as equações diferenciais de ordem n. 
São estudadas em particular as equações lineares que são equações diferenciais li-
neares em y e nas suas derivadas do tipo

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xbyxa
dx
dyxa...

dx
ydxa

dx
ydxa nnn

n

n

n

=++++ −−

−

11

1

10  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Por serem as mais frequentes nos fenómenos físicos é dado especial ênfase neste ca-
pítulo 2 às equações de segunda ordem, sendo apresentado um método de resolução 
em que a solução é representada por uma ou mais séries de potências. Um exemplo 
importante destas equações que será estudado é o da equação de Bessel.

No terceiro capítulo é estudado um método de resolução de sistemas de equações di-
ferenciais lineares, isto é, um conjunto de equações simultâneas e finalmente no ca-
pítulo quatro é introduzido o conceito de transformada de Laplace que é particular-
mente útil na resolução de problemas de valor inicial, ou seja, uma ou mais equações 
diferenciais de ordem n com n condições iniciais 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 10
1

201000 ,...,   ,   , −
− ==′′=′= n

n kxykxykxykxy  
  
 
 
 
 

É neste caso que são incluídas as funções com descontinuidades, nomeadamente a 
Função de Heaviside e a função impulso.

No capítulo 5 é apresentado um método numérico para determinação de soluções 
em que se discretiza o domínio. A solução é apresentada em valor aproximado em n 
pontos do domínio previamente escolhidos.
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CAPÍTULO 1 

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS 
DE PRIMEIRA ORDEM

Neste primeiro capítulo são estudadas equações diferenciais de primeira ordem con-
tendo a primeira derivada da função y e que são representadas por 

( ) 0=′y,y,xF         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (1)

A equação (1) pode apresentar a derivada explícita ou implícita, sendo que o primeiro 
caso é estudado nas secções 1.1 a 1.5. Ao longo do capítulo são estabelecidos processos 
de integração para determinados tipos de equações diferenciais. A última secção deste 
capítulo, secção 1.6, aborda algumas equações não resolvidas em ordem à derivada.

1.1. Equações diferenciais de variáveis separáveis

Uma equação diferencial de variáveis separáveis é uma equação do tipo 

( ) ( )xfyyg ='   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (2)

que pode ser escrita na forma 

( ) ( )dyg y f x
dx

=   
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Uma equação diferencial homogénea é do tipo 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (6)

em que 

 

( )yxM ,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 

 

( )yxN ,  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 são funções homogéneas do mesmo grau n.

Neste caso a substituição y = ux transforma a equação (6) numa equação de variá-
veis separáveis em u e x. Analogamente, a substituição x = vy transforma a equação 
(6) numa equação de variáveis separáveis em v e y.

Se a equação (6) for escrita na forma 

( )
( )yxN

yxM
dx
dy

,
,

−=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (7)

pode-se substituir x por λx e y por λy, se λ>0. Tomando para λ o valor 

 

x
1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 se x positi-
vo ou 

 

x
1

−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 se x negativo, tem-se
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )
( )

  
0, 

1
1

0 , 
1
1










<

>
=

λλ
λλ

=
x

xy,--N
xy,--M

x
x/y,N
x/y,M

y,xN
y,xM

y,xN
y,xM  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (8)

Assim, verifica-se que o resultado se pode escrever como uma função de 

 

x
y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e portan-
to a equação diferencial (7) pode ser escrita na forma

 







=′

x
yFy   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (9)

o que permite concluir que se a equação diferencial 

 

( )yxFy ,=′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é tal que 

( ) ( )y,xFy,xF =λλ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (10)

então ela é homogénea.

Teorema

Se a equação diferencial 

 

( )yxFy ,=′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é homogénea então a mudança de variável y = ux 
transforma esta equação numa equação diferencial em u, de variáveis separáveis.
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Resolução
A família dada é uma família de circunferências com centros no eixo Ox e tan-
gentes ao eixo Oy (Fig. 1.1.).

y

x

Figura 1.1.

A equação diferencial que as caracteriza é obtida por derivação de ambos os 
membros da equação. Obtém-se então 

ayyx 222 =′+  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Substituindo o valor de a que se obtém da equação inicial
 

x
yxa

22

2
+

=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e resolvendo em ordem a 

 

y′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 tem-se
 

xy
xyy

2

22 −
=′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Então a equação diferencial das trajetórias ortogonais é tal que 

 

y
y

′
−=′ 1

ort  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

22ort
2

xy
xyy
−

−=′  
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que é homogénea. A sua solução é 

Cyyx =+ 22  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

 

C∈ ¡  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ℝ

que é a família de circunferências de centros no eixo Oy e tangentes ao eixo 
Ox que se pode ver representada na Figura 1.2.

y

x

Figura 1.2.

Problema 1.31.

Determinar as trajetórias ortogonais à família de parábolas 

 

2ayx =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Resolução
Derivando ambos os membros da equação em ordem a x tem-se 

yay ′= 21  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e eliminando o parâmetro a  

2y
xa =  
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obtém-se 

x
yy

2
=′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Substituindo 

 

y′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 por 

 

y′
−

1  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 obtém-se a equação diferencial das trajetórias 
ortogonais
  

 

y
xy 2

−=′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

que é uma equação de variáveis separáveis. Integrando conduz a
 

Cyx =+
2

2
2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

C, C 

 

C∈ ¡  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ℝ

que é uma família de elipses (Fig. 1.3.).

y

x

Figura 1.3.

Problemas

Determinar a equação das trajetórias ortogonais às seguintes famílias de curvas:

1.32. 

 

0,022 >=+ a    axy  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.33. 

 

naxy =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.34. 

 

kkk ayx =+  
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1.50. 

 

xdyyxdxyx 2cos3cos3cos3sensen4 =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.51. 

 

( ) ( ) 012883 2322 =++++ dyyeyxxdxxyyx y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Soluções

1.41. 

 

C
y
x
=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.42. 

 

Cyx
yx

y
=++

+
− ||ln  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.43. 

 

2
2

2

=+ y
x

yex
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.44. 

 

Cyyxx =++ 4223 3  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.45. 

 

Cyxyx
=++ 2

2

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.46. 

 

Cyxyxx =++− 3/22/34/ 3224  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.47. 

 

( ) Cxyyx =−+ /arctg222  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.48. 

 

Cy
y
x

=+ |ln3

2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.49. 

 

Cyyxyx
=+−− 2sen

4
1

23

3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.50. cos2x sen3y = C

1.51. 

 

Cyeeyxyx yy =+−+ 12124 223  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.4.1. Fator integrante

Se a equação (25) não for uma equação diferencial exata é possível em certos ca-
sos transformá-la numa equação exata multiplicando-a por uma função particular.

Uma função 

 

( )y,xµ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 é um fator integrante da equação não exata se multiplicando a 
equação por esta função 

( ) ( ) ( )[ ] 0=+µ dyy,xNdxy,xMy,x  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (33)



CAPÍTULO 1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 47

 

( ) CxxxxC ++−= sencos  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Finalmente a solução é 

( ) x
x

xxx
x

xCy sen1cos11 +
++−

+
=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

 

C∈ ¡  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ℝ

Problemas  

1.64.
Resolver as seguintes equações diferenciais tendo em conta as condições iniciais dadas:

 a) 

 

y y e x'− =3 2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,     

 

] [+∞∞−∈== ,e0para0 x      x      y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 b) 

 

xy y x'− =2 5   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,     

 

] [+∞∈== ,0   e   1   para1 xx   y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 c) 

 

dx
dt

x e t+ = 2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,     

 

] [+∞∞∈== ,-t   t      x e   0 para1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 d) 

 

y xy x'+ = 3  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,     

 

] [+∞∞∈== ,-x   x      y e   0para0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e) 

 

2

42 xeyyx =+′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.65.
O gráfico de uma função 

 

( )f x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 passa por 

 

( ) ( )P0 0 1≡ ≡, , . 1   e   01P  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. Para todo o ponto ar-
bitrário da curva, 

 

( )P x y, ,   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a curva está situada por cima da corda 

 

P P0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, e a área 

 

( )A x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
da região compreendida entre a curva e a corda 

 

P P0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é igual a x3. 
Determine a função 

 

( )f x  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

1.66.
Determinar a solução geral da equação 

 

] [π∈+  0,    para    1=  cos sen' xxyxy  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.
Resolver as seguintes equações diferenciais:

1.67. 

 

( ) 112 2 =−+′ yxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.68. 

 

xxyy 2sencotg =+′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.69. 

 

( ) xxyyx 21 2 =+′−  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



CAPÍTULO 1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 53

1.87. 

 

1−=y  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.88. 

 







 −=

x
xy

ln
113

2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.5.2. Equação de Riccati

A equação de Riccati é do tipo 

( ) ( ) ( )xRyxQyxPy =++′ 2    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (61)

com P(x), Q(x) e R(x) contínuas num domínio D. Para esta equação não é possível 
descrever um método de calcular a sua solução geral. No entanto, no caso de ser co-
nhecida uma solução particular, a integração da equação já é possível por um pro-
cesso simples.

Teorema

Considere-se a equação de Riccati (61). No caso de ser conhecida uma solução par-
ticular u(x) a mudança de variável

  
 

 

( )
z

xuy 1
+=    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (62)

transforma a equação numa equação diferencial linear de primeira ordem em z e x, 
sendo z a nova variável dependente.

Demonstração

Considere-se a mudança de variável 

 

( )
z

xuy 1
+=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. Então 

( ) z
z

xuy ′−′=′ 2

1    

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (63)

Substituindo em (61) obtém-se
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xR
z

xuxQ
z

xuxPz
z

xu =





 ++






 ++′−′

2

2

111   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (64)
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1.96. 

 

xxC
xy

sencos
1sen
−

+=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

; y = sen x

1.97. 

 

xCxe
xCey

x

x

−

+−
= 2

2

3

3 61  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1;    y
x

=  

1.98. 

 

( )11

1

+
+

= −

−

a

a

Cxx
aCxy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1;    y
x

=  

1.6. Equações não resolvidas em ordem à derivada

Considere-se a equação diferencial 

( ) 0=′y,y,xf           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (68)

Supondo que não é possível resolvê-la em ordem à derivada e tomando 

py =′   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (69)

tem-se 

( ) 0,, =pyxf   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (70)

e derivando em ordem a x obtém-se 

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

dx
dp

p
fp

y
f

x
f   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (71)

Eliminando x e dx usando as equações (69) e (70) obtém-se a nova equação diferencial 

( ) 0,,, =dpdypyf   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (72)

ou em alternativa, eliminando y e dy  

( ) 0,,, =dpdxpxf   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (73)

o que integrando conduz a 

( ) CpyF =,1   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (74)
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Tomando 

 

py =′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a equação escreve-se 

( ) ( )ppxy ψ+ϕ=   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (78)

e derivando em ordem a x obtém-se 

( ) ( ) ( )
dx
dpp

dx
dppxpp ψ′+ϕ′+ϕ=   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (79)

Resolvendo em ordem a 

 

dp
dx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 tem-se
 

( )
( )

( )
( )pp
px

pp
p

dp
dx

ϕ−
ψ′

=
ϕ−

ϕ′
−   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (80)

que é uma equação diferencial linear de primeira ordem em x com p como variá-
vel independente. Integrando esta equação e eliminando p obtém-se o integral geral.

Problema 1.107.

Resolver a equação diferencial 

 

( ) 21 yyxy ′+′+=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Resolução
Tomando 

 

py =′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a equação escreve-se 

( ) 21 ppxy ++=  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
e derivando em ordem a x tem-se 

dx
dpp

dx
dpxpp 21 +++=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

que é equivalente à equação diferencial linear de primeira ordem 

px
dp
dx 2−=+  

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A integração desta equação conduz à solução 

( )pCex p −+= − 12  
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e como 

 

my,,y,y   21    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 são soluções de (13) pode confirmar-se que esta soma se 
anula e portanto a equação é verificada pela solução ( )xz   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 que é a combinação 
linear de 

 

my,,y,y   21     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Teorema

O espaço de soluções da equação homogénea (13) é um espaço de dimensão n, isto é, se 
a equação é de ordem n há n soluções linearmente independentes ny,,y,y   21    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e qual-
quer solução particular da equação (13) pode ser expressa como combinação linear 
dessas n soluções linearmente independentes. Então a solução geral de (13) é dada por 

( ) ( ) ( ) ( )xyCxyCxyCxy nn+++= 2211   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (17)

Um processo de determinar a independência linear de n funções nf,,f,f 21    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é atra-
vés do cálculo do seguinte determinante designado por Wronskiano 

 

( )
( ) ( ) ( )11

2
1

1

21

21

21   

−−−

′′′
=

n
n

nn

n

n

n

fff

fff
fff

f,,f,fW









   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (18)

Teorema

O Wronskiano de n soluções da equação diferencial linear homogénea (13) é ou nulo 
em todos os pontos ou nunca se anula em nenhum ponto. Quaisquer soluções de (13) 
são linearmente independentes se e só se o Wronskiano é diferente de zero em todos 
os pontos do domínio.

Considere-se agora a equação não homogénea (12).

Teorema

Se ( )xY   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é uma solução particular da equação (12) e 

 

ny,,y,y    21    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 são n soluções linear-
mente independentes da equação homogénea associada (13) então a solução geral da 
equação não homogénea é

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xYxyCxyCxyCxy nn ++++= 2211   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (19)
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2.25.  ′′′ − ′′ + ′ − =y y y y 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.26.  

 

( )y y yiv − ′′′ + ′′ =2 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.27.  ( )y yiv + =4 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.28.  

 

( )y y yiv + ′′ − =12 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.29.  ( )y y yiv + ′′ + =10 25 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Resolver os seguintes problemas:

2.30. 
Uma curva integral 

 

( )y u x=    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 da equação diferencial 4 29 0y y y′′ ′− + =   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 intersecta uma 
curva integral 

 

( )y v x=    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 da equação diferencial 4 13 0y y y′′ ′+ + =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 na origem. As duas 
curvas têm o mesmo declive na origem. Determinar u e v se 

 

 ( )u' π 2 1=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

2.31.
Em cada caso deduzir a equação diferencial linear de 2ª ordem que tem como solu-
ções particulares:

 a) y e ex x
1 = = −;  2y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 b) 

 

y e y xex x
1

2
2

2= =;  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 c)  y e e
x x

1
2 2= =

− −
cos  ;   sen 2x y x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Soluções

2.14.   

 

xx eCeCy 2
2

2
1

−+=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.15.   xCxCy sencos 21 +=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.16.   

 

xx eCeCy 3
2

2
1 +=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.17.   xeCCy 21 +=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.18.   

 

 
xx xeCeCy −− += 21  
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Escrevendo agora a equação diferencial com estas expressões para as derivadas 

 

( )ky   
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
obtém-se
 

( )( ) ( )[ ] ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )xfxfuauauauC

uauauauC

uauauauC

aaaxf

nnnn
n

n
n

nn

nn
nn

nn
nn

nn
nn

=++′+++++

++′++++

++′+++=

=+′++++

−
−

−
−

−
−

−
−

1
1

1

221
1

2122

111
1

1111

1
1

1

          

                            

                             

,,,,







 uCuCuCuC

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (56)

uma vez que 

 

nu,,u,u 21    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 são soluções da equação homogénea.
 As n condições impostas conduzem à resolução do seguinte sistema de n equações 
em  nC,,C,C ′′′ 21  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )









=′++′+′

=′′++′′+′′
=′++′+′

−−− xfuCuCuC

uCuCuC
uCuCuC

n
nn

nn

nn

nn

11
22

1
11

2211

2211

0
0









  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (57)

É sempre possível determinar a solução deste sistema uma vez que o determinante 
dos coeficientes é o Wronskiano das funções linearmente independentes  nu,,u,u 21    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
e é não nulo.
 Note-se ainda que este método, pelo que ficou mostrado, se aplica igualmente a 
equações diferenciais lineares de coeficientes não constantes.

Problema 2.32.

Calcular a solução geral da equação diferencial 

 

xxeyyy =′+′′−′′′ 2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Resolução
Seja a equação característica

02 23 =+− rrr  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Das suas raízes 0 e 1, sendo esta dupla, obtém-se a solução da equação 
homogénea 

xx
h xeCeCCy 321 ++=  
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Generalizando (sem efetuar agora a demonstração que deverá ser feita pelo método 
de indução) deduz-se que o anulador de nkx   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é 

 

1+nD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

( ) 01121111 =⋅−==== −++ DnknnxkDxkDkxD nnnnnn    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (66)

No caso de funções exponenciais tem-se que o anulador de 

 

xkeα   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é 
 

α−D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( ) 0=α−α=α−=α− ααααα xxxxx kekekeDkekeD   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (67)

Para xxeα   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 o anulador é 

 

( )2α−D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, como se pode verificar, e no caso de xnex α   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 o anula-
dor é 

 

( ) 1+α− nD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.
 No caso das funções sen xβ   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 

 

cos xβ   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 o anulador é 
 

22 β+D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( )2 2 2 2 2 2sen sen sen sen sen 0D x D x x x x+β β = β +β β = −β β +β β =   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (68)

e no caso de senxe xα β   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 

 

cosxe xα β   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 o anulador é 222 2 β+α+α− DD  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.
 Resumem-se na tabela seguinte (Tabela 2.1) os anuladores de algumas funções

Tabela 2.1.

função anulador

1 D

x 2D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

nkx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1+nD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

xkeα  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α−D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

xnekx α  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( ) 1+α− nD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cos xβ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22 β+D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

sen xβ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

22 β+D  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cosxke xα β  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

222 2 β+α+α− DD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

senxke xα β  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

222 2 β+α+α− DD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cosn xkx e xα β  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) 1222 2 +
β+α+α−

nDD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

senn xkx e xα β  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( ) 1222 2 +
β+α+α−

nDD  
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e resolvem-se por uma mudança de variável. 
 Considerando 0>+ xβα   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 faz-se a substituição 

tex =+ βα   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (70)

e t é a nova variável independente. Converte-se assim a equação (69) numa equação 
diferencial linear de ordem n de coeficientes constantes.
 As derivadas de y são substituídas por

te
dt
dy

dx
dt

dt
dyy −==′ β   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (71)
 









−β=β−ββ=′′ −−−−

dt
dy

dt
yde

dx
dte

dt
dyee

dt
ydy tttt

2

2
22

2

2

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (72)









+−=′′′ −

dt
dy

dt
yd

dt
ydey t 23β 2

2

3

3
33β   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (73)

 etc.

 No caso de 

 

0<+ xβα   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 deve efetuar-se a substituição  tex −=+ βα  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Problema 2.52.

Resolver a equação diferencial 

 

0432 =+′−′′ yyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Resolução
Neste caso 0=α   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

 

1=β  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e portanto xx =+ βα  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. Tem-se 

te
dt
dyy −=′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e também

te
dt
dy

dt
ydy 2
2

2
−









−=′′  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Efetuando a substituição 

 

 
tex =   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a equação toma a forma

0432

2
22 =+−
















− −− y

dt
dyee

dt
dy

dt
ydee tttt  
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Problemas

Determinar as soluções das seguintes equações diferenciais:

2.54.  2 4 0x y xy y′′ ′+ + =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.55.  

 

xyyxyx =+′−′′ 642  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.56.  0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.57.  

 

4
2

2
2

3

3
3 1554 xy

dx
dyx

dx
ydx

dx
ydx =−−+  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.58.  xyyxyx 22 ln12 +=+′−′′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.59.  

 

( ) ( ) 21   11   ,ln332 =′==+′−′′ yyxyyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.60.  ( ) ( ) ( ) ( ) 31  ,31  ,21    ,ln2cos152 23 −=′′−=′==−′+′′+′′′ yyyxyyxyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.61.  

 

( ) xyyx +=+′′+ 2
4
52 2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.62.  ( ) ( ) ( )xyxyx 21ln21221 2 +=′++′′+  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Soluções

2.54.   

 

( ) ( ) 0   ,ln2senln2cos 21 >+= xxCxCy  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.55.   0,
2
12

2
3

1 >++= x   xxCxCy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.56.   

 

 0,3
3

2
21 >++= x   xCxCxCy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.57.   ( ) ( )[ ] 0   ,
37

lnsenlncos1 4

322
3

1 >+++= xxxCxC
x

xCy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.58.  

 

( ) ( )[ ] 0   ,ln
2
1ln1lnsenlncos 2

21 >++++= xxxxCxCxy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.59.   ( ) 0   ,ln45
9
1 33 >++= xxxy  
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2.67.   ( )
( )( ) ( ) ( )

2
3

0 1
0

2
1 3 2 2 ,     1 3

2 3 2 1

k

k

x
y c c x x x

k k

∞

=

 −   = + + − − − < <
  − − 

∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.68.   

 

( ) ( )
( ) ( )

2 1
2

0 1
0 0

2 1 !2 1 3 3 ,     | 3 |
2 1 !2 !

kk
k

k
k k

kky c x c x x
kk

+∞ ∞

= =

++
= + + + + < ∞

+∑ ∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.69.   ( ) 5    
14525

1
1

22

12

1

2

0 <







−

−+







−= ∑

∞

=

+

|x|,
k

xxcxcy
k

k

k

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.70.   

 

1    
7
1

5
1

3
11 8642

10 <





 −−−−−+= |x|,xxxxcxcy   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.71.   ( ) xexcy 2
0 1+=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.72.   

 

( )
( )

( )
( )










+⋅⋅⋅⋅
−

++








⋅⋅⋅⋅
−

+= ∑∑
∞

=

+∞

= 1

12

1
1

2

0 129753
1

28642
11

n

nn

n

nn

n
xxc

n
xcy


 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.4.2. Soluções em série de potências generalizada. 
Método de Frobenius

Considere-se que 0x   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 é um ponto singular da equação (75)
  

 

( ) ( ) ( ) 0210 =+′+′′ yxayxayxa   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (75)

Então não é possível determinar uma solução em série de potências de 0xx −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. Sob 
certas condições, a solução toma, no entanto a forma

 

( )∑
∞

=

−−=
0

00
n

n
n

r xxcxxy    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (81)

onde r é uma constante real ou complexa.
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Aplicando estas propriedades os coeficientes podem escrever-se na forma

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )12
1

12212
1

222 ++Γ
−

=
+Γ+++

−
= + npnpnnppp

c pn

n

pn

n

n !!
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Para cada raiz p da equação indicial a correspondente solução particular da 
equação de Bessel é usualmente representada por 

 

pJ   
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e designa-se por função 
de Bessel de primeira espécie de ordem p

( ) ( )
( )∑

∞

=
+ ++Γ

−
=

0

2
2 12

1
n

n
pn

n
p

p x
npn

xxJ
!

 

 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Problemas

Usando o método de Frobenius determinar uma solução em série de potências em 
torno do ponto singular x0 para cada uma das seguintes equações diferenciais:

2.74.  

 

( ) 012 22 =−+′+′′ yxyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.75.  0
9
822 =





 ++′−′′ yxyxyx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.76.  

 

( ) 0223 =−′−−′′ yyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.77.  





=






 −+′+′′

2
1            0

4
122  ordemde Bessel deEquaçãoyxyxyx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Equação de Bessel de ordem 





=






 −+′+′′

2
1            0

4
122  ordemde Bessel deEquaçãoyxyxyx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2.78.  

 

( ) 022 =+′+−′′ xyyxyx  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.79.  ( ) 041219 =+′−′′− yyyxx  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Soluções

2.74.   

 









−+−+








−+−=

−


402
1

61614
1

42
2
1

2

42

1
xxxcxxxcy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.75.   

 









−+−+








−+−= 

320
9

8
31

896
9

16
31

42
3
2

2

42
3
4

1
xxxcxxxcy  
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Resolver os seguintes problemas de valor inicial:

3.20. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

( ) ( ) 20  e  60  com  
3

83
−==









−−=

+=
yx

yx
dt
dy

yx
dt
dx

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3.21. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

( ) ( ) ( ) 10  e  00 40  com 

282

            2

              8

==−=














−+=

−=

=

zy,x

zyx
dt
dz

z
dt
dy

y
dt
dx

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3.22. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) 150   e    90 com   
2
2

21
12

21 =−=




=
=

yy
y'y
y'y

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3.23. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

( ) ( ) 40     e    40 com  
2
42

21
212

211 −=−=




+=
+=

yy
yy'y
yy'y

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3.24. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

( ) ( ) 40   e    30 com  
23
4

21
212

211 ==




−=
+−=

yy
yy'y
yy'y

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3.25. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    
 
 

1 1 2

2 1 2

4 2
25 10

x x x
x x x
′ = −

 ′ = −
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( ) 







=

04
10

0x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.26. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
    
   
 

1 1 3

2 1 2 3

3 1 3

3
2 2

8 3

x x x
x x x x
x x x

′ = −
 ′ = − + +
 ′ = −

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
















−

−
=

8
2
1

0x  

 
 
 
 
 
 
 
 

Soluções

3.4. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

3
1 1 2 ,t tx C e C e−= +  

   
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

3
2 1 22 2t tx C e C e−= −  

 
 
 
 
 
 
 
 

3.5. 

 

 
 
 
 
 
  
 
 

2 3 6 3 6 2 3 6
1 2 3 2 3 1 2 3,   2 ,   t t t t t t t tx C e C e C e y C e C e z C e C e C e= + + = − = − + +  
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Então tem-se

( ){ } ( ) =′=′ −∞

∫ dtetftf st 

0 
L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (8)

( ) ( ) =




 ′+′= ∫ ∫

ε−

ε ε+

−−

→ε
∞→

0

0

 

 

 

 
0

lim
t M

t

stst

M
dtetfdtetf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (9)

e usando integração por partes
 
 

( )( ) ( ) ( )( )

 −+−−= ∫

ε−

ε ε+
−−ε−

ε
−

→ε
∞→

0

0

0  

 
0

lim
t M

t
ststtst

M
etfdttfseetf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (10)
 

( ) =

−∫ ε+

−M

t

st dtsetf
 

 0

                                                                

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( ) ( )( ( ) ( ) +++−= −−ε−

ε

⋅−+−−

→ε
∞→ ∫

+− sMsttsst

M
eMfdtetfseftfe 0

0
 

 

0
0

0

0lim  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (11)

( ) ( ) 

+− ∫ ε+

−+− + M

t

stst dtetfstfe
 

 0
0

0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Analisando agora cada um dos limites tem-se

( ) 0lim =−

∞→

sM

M
eMf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

por a função f ser de ordem exponencial e

 

( ) ( )( ) 0lim 000
0 =− +−−−

→ε

+−

tfetfe ostst  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

por f ser contínua.
Finalmente somando os integrais e calculando os limites restantes tem-se

( ){ }tf ′L ( ) ( ) ( ){ } ( )00
 

0 
ftfsdtetfsf st −=+−= −∞

∫ L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (12)

Corolário 1
Se ( )tf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e ( )tf ′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 são funções contínuas de ordem exponencial em [ )∞,0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e se ( )tf ′′  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
é também de ordem exponencial e contínua por secções em [ )∞,0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 então

( ){ } ( ){ } ( ) ( )002 fsftfstf ′−−=′′ LL  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (13)
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4.23.   ( )222

22

as
as

−

+
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.24.   ( )16
8

2

2

−
−

ss
s

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.25.   ( )( )2222

2

9
2

asas
sa
++

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.26.   ( )32

2

1
26

+

−

s
s

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.3. Inversa da transformada de Laplace e aplicação 
às equações diferenciais

O problema da determinação da inversa da transformada de Laplace consiste em 
dada uma função ( )sF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 determinar a função ( )tf  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 que tem ( )sF  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 por transformada 
de Laplace. A inversa que é designada por L ( ){ }1 F s−L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é ( )tf  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

A inversa da transformada de Laplace, se for contínua, é única e possui também a 
propriedade da linearidade.

Problema 4.27.

Calcular a inversa da seguinte transformada de Laplace ( ) ( )1
1
2 +

=
ss

sF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Resolução
Começando por reduzir ( )1

1
2 +ss

 

 
 
 
 
 
  

 a frações simples. Tem-se

( ) 11
1

22 +
+

+=
+ s

CBs
s
A

ss
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4.58. tt
t

teeety −−
−

−+=
!3

3

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.59. ( ) ttety t cos3sen43 −+−=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.60. tttt etetteey 52

60
1

2
1

+−−=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.61. 
 

( )tteeytex ttt 2sen2cos22   sen 3 +−== −−−  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Considere-se agora para uma função ( )tf  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 uma translação no eixo dos tt e a sua im-
plicação na transformada de Laplace. Seja por exemplo a função de Heaviside (fun-
ção em degrau), (Fig. 4.1.)

 

( )




>
<<

=−
a  t, 
at,

atu
    1
0  0

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (29)

que é uma translação de a unidades para a direita na função ( ) 1=tf  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 com 0≥t  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

.

a

u (t-a)

1

t

Figura 4.1.

Seja agora um caso mais geral de translação de a para a direita numa função 
 

( )tf  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 
designe-se essa nova função por (Fig. 4.2.)

( ) ( ) ( )



>−
<<

=−−
at,atf
at,

atuatf
  

0      0
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (30)
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que graficamente tem a representação seguinte

a

f (t-a) u (t-a)

1

t

f (t)

t

1

Figura 4.2.

Teorema (Segundo teorema da translação)

Seja 
 
( )tf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 contínua por secções e de ordem exponencial em [ )∞,0  
 
  

 com transformada 
de Laplace dada por ( )sF  

 
  

. Considerando a função 

 ( ) ( ) ( )



>−
<<

=−−
at,atf
at,

atuatf
  

0      0
 

 
 
 
  

, então

( ) ( ){ } ( )sFeatuatf as−=−−L  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (31)

Demonstração
Aplicando a definição de transformada de Laplace obtém-se

( ) ( ){ } ( ) ( ) =−−=−− −∞

∫ dteatuatfatuatf st 

0 
L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (32)

( ) dteatf
a

st∫
∞ −−=
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (33)

Fazendo a mudança de variável atT −=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 tem-se

( ) ( ) ( ) == −∞−+−∞

∫∫ dTeTfedTeTf sTasaTs  

0 

 

0 
( )sFe as−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (34)
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4.5. Transformada de Laplace da função Delta 
de Dirac

Considere-se a função (Fig. 4.3.)

( )




 +≤≤

=
 valoresoutros    0

   1

,

kata,
ktf k  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (35)

que representa uma força  fk  cujo impulso no intervalo [ ]ka,a +  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é representado pelo 
integral definido de  fk  nesse intervalo. Esse integral tem valor 1.

a a + k

fk (t )

1/k

t

Figura 4.3.

Esta função pode ser representada por

( ) ( ) ( )[ ]katuatu
k

tf k −−−−=
1

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (36)

e a sua transformada de Laplace é dada por

( ){ }
( )

ks
ee

s
e

s
e

k
tf

ks
as

skaas

k

−
−

+−− −
=








−=

11L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (37)
 

A “função” delta de Dirac é definida pelo limite

( ) ( )tfat kk 0
lim
→

=−δ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (38)
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4.87.   ( )
( )





>−+

<<
=

−−

−

1   ,1sensen3
10                         ,sen3

222

2

tteete
tte

ty
tt

t

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

4.88.   ( )






π>+

π<<
=

−π−

−

2   ,sencos
20                  ,cos

2 tteete
tte

ty
tt

t

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

4.89.   ( )










>+−+

<<+
=







 −−−−−

−−

2
1   

4
1

4
12

2
10                             2

2
13

2
1

3

3

t,eeee

t,ee
ty

tttt

tt

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

4.6. Transformada de Laplace do integral

Teorema 
Seja ( )tf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 contínua por secções em 

 
 
[ )∞,0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e de ordem exponencial. Então a transfor-
mada de Laplace de ( )dxxf

t

∫
 

0 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é dada por

( ){ } ( ){ }tfL
s

dxxf
t 1 

0 
=∫L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L{ f (t)}  (40)

Demonstração
Como ( )tf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é contínua por secções em 
 
[ )∞,0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e de ordem exponencial, a função 
( ) ( )∫=

t
dxxftF

 

0 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é contínua em [ )∞,0  
 
 
 
 
 

 e de ordem exponencial. Então pode apli-
car-se o teorema da transformada de Laplace da derivada

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ) =−=′= 0FtFstFtf LLL  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (41)
 

( ){ } ( )∫∫ −=
0 

0 

 

0 
dxxfdxxfs

t
L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (42)

e portanto tem-se

( ){ } ( ){ }tf
s

dxxf
t

LL 1 

0 
=∫  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (43)

ou

( ){ } ( )sF
s

dxxf
t 1 

0 
=∫L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (44)
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4.110.   
s

s 9ln
2 +

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.111.   
2

3cotg arc +s
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.112.   tt 2senh  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.113.   ( )tt eet 2−− −  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.114.   
t

tωsen
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.8. Teorema da convolução

Um processo importante de determinação da inversa de transformadas de Laplace é 
dado pelo teorema da convolução. A convolução de duas funções f e g é definida por

( ) ( ) ( ) ( ) ττ−τ=∗ ∫ dtgftgtf
t 

0 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (54)

sendo f e g duas funções contínuas por secções em qualquer intervalo fechado fini-
to bt ≤≤0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Teorema (Teorema da convolução)
Sejam f(t) e g(t) duas funções contínuas por secções em cada intervalo bt ≤≤0  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e de 
ordem exponencial te γ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 então

{ } { } { }gfgf LLL =∗  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (55)

para γ>s  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Demonstração
Por definição de transformada de Laplace tem-se

{ } ( ) ( ) dtedtgfgf stt

∫ ∫
∞ −





 ττ−τ=∗

 

0 

 

0 
L  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (56)

que pode ser escrito como
  

( ) ( )∫ ∫
∞

ττ−τ
 

0 

 

0 

t -st dtdtgfe  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (57)
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e assim sucessivamente podem definir-se diferenças de qualquer ordem k∆   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 pela 
expressão

n
k

n
k

n
k yyy 1

1
1 −
+

− ∆−∆=∆    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

,...2,1=k       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (5)

5.1.2. Diferenças centrais e diferenças divididas

Para algumas aplicações como em problemas de interpolação e na resolução numé-
rica de equações diferenciais é mais conveniente usar outro tipo de diferenças desig-
nadas diferenças centrais e que são definidas por

         
        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
1

2
1

−+
−=δ

nnn yyy  (6)

em que o ponto ix    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é central relativamente a 
2
1

−i
x    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 
2
1

+i
x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

A diferença central de segunda ordem é dada por

( ) ( )

11

11
2
1

2
1

2

2 −+

−+
−+

+−=

=−−−=δ−δ=δ

nnn

nnnnnnn

yyy

yyyyyyy
     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (7)

diferenças divididas seja para a frente ou centrais (ou ainda para trás, mas que não 
são aqui referidas). Se os pontos de uma dada malha são igualmente espaçados de 
uma quantidade h a diferença dividida para a frente é dada por

h
yy

y nn
n

−
=∆ +1           

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (8)

e no caso de diferenças de segunda ordem

2
122 2

h
yyy

y nnn
n

+−
=∆ ++          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (9)

Se forem consideradas diferenças centrais tem-se respetivamente para primeira e se-
gunda ordem

h

yy

y
nn

n
2
1

2
1

−+
δ−δ

=δ          

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (10)
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Se forem dados os dois valores 0y   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 1y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 como os dois primeiros elementos da suces-
são que é solução da equação, é possível obter 2y   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 em função de 0y   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 1y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, depois 3y   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
em função de 2y   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 1y  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, e assim sucessivamente calculam-se todos os elementos da su-
cessão por recorrência. O problema de encontrar a solução de uma equação de di-
ferenças satisfazendo condições iniciais dadas é designado problema de valor inicial. 
No caso geral de a equação ser de ordem n serão dados os valores 0y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 1y   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ,..., 1−ny  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Teorema

Seja a equação de diferenças linear não homogénea de coeficientes constantes (ou 
coeficientes que são sucessões dadas)

 

nnnn fyayaya =++ ++ 21120        

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (17)

sendo 210 ,, aaa   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 constantes e nf   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 uma dada sucessão. Se A e B são duas constantes tais 
que Ay =0   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e By =1   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 a solução de (11) (que no caso de 00 =a   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 é uma equação de pri-
meira ordem) existe e é única. À semelhança da teoria das equações diferenciais o 
resultado é válido para equações de ordem n e ainda para equações de coeficientes 
não constantes.

Teorema

Considere-se o Casoratiano de duas sucessões 
 

nn vu ,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 definido por

11 ++ nn

nn

vu
vu

           

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (18)

Sejam duas sucessões nn vu ,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 soluções de uma equação de diferenças linear e homo-
génea. Então o Casoratiano é sempre diferente de zero ou zero para todos os valo-
res de n. No primeiro caso as soluções são linearmente independentes e no segundo 
linearmente dependentes.

Exemplificando com as sucessões 1 e n2   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 o Casoratiano é dado por

121
21
+n

n
= 02)12(222 1 ≠=−=−+ nnnn  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
e é sempre diferente de zero.
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5.3.1. Método passo a passo

Dada a equação (14) e dois valores iniciais 10 , yy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, podem obter-se por recorrência to-
dos os valores da sucessão calculando 2y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 em função de 10 , yy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, depois 3y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 em função 
de 21, yy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, etc. Tem-se

y2 = − 
0

0211
2 a

yaya
y

+
=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
y3 = − 

0

1221
3 a

yayay +
=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e assim sucessivamente, todos os termos vão sendo calculados. Este método é, portanto, 
um método explícito. 

Problema 5.1.

Calcular os valores de 5,4,3,2, =nyn   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 para o problema de valor inicial 
023 12 =+− ++ nnn yyy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, com 1,0 10 == yy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.

Resolução
Calculando passo a passo tem-se que 

323 012 =−= yyy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

723 123 =−= yyy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1523 234 =−= yyy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3123 345 =−= yyy  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5.3.2. Determinação da solução geral como combinação 
linear de soluções

Considere-se a equação (14) e procurem-se soluções não nulas, ( já que a sucessão de 
termos repetidamente nulos é obviamente solução) na forma 

n
n ry =            

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (22)
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5.4.1. Determinação de uma solução particular

O método dos coeficientes indeterminados permite calcular uma solução particu-
lar da equação de diferenças para alguns tipos de sucessões que figurem no segun-
do membro da equação.

São cinco os casos considerados e dispostos na Tabela 5.1.:

Tabela 5.1.

fn forma da solução particular

1. C constante A

2. C nk (k inteiro) A0nk + A1nk–1 + ... + Ak–1n + Ak

3. Cbn Abn

4. C cos (nθ) A cos (nθ) + B sen (nθ) 

5. C sen (nθ) A cos (nθ) + B sen (nθ) 

 
Os coeficientes considerados na forma da solução particular procurada são determina-
dos simplesmente substituindo na equação geral e resolvendo um sistema de equações.

No entanto, no caso de a solução da equação homogénea conter um termo do mes-
mo tipo da sucessão do segundo membro, a solução particular não deverá ser igual a 
essa, mas sim ainda do mesmo tipo e multiplicada pela menor potência de n que eli-
mina essa duplicação. Alguns exemplos para o caso de equações de segunda ordem 
podem ser os apresentados a seguir na Tabela 5.2.:

Tabela 5.2.

fn

(alguns exemplos)
forma da solução particular 

se fn do mesmo tipo de hn

1. C constante An  

2. C n3 (e hn = c1 + c2n) (A1 + A2n + A3n2 + A4n3

 
) n2

3. Cbn Anbn

4. C cos (nθ) nA cos (nθ) + nB sen (nθ) 

5. C sen (nθ) nA cos (nθ) + nB sen (nθ) 
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sendo os valores dados designados condições fronteira de Dirichlet. Muitos proble-
mas incluem alternativamente condições fronteira que contêm as derivadas da solu-
ção em dados pontos, por exemplo α=′ )(au   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e neste caso designam-se condições fron-
teira de Neumann. Em casos mais gerais as condições fronteira contêm combinações 
de valores da função assim como da derivada em determinados pontos e designam-
-se então por condições fronteira mistas.

A resolução de equações de diferenças como problema de valor inicial é consideravel-
mente diferente do caso de problema de valor na fronteira. No primeiro caso os valo-
res de ny   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 são normalmente determinados um após outro por um processo sequencial 
explícito. Em problemas de valor na fronteira tal não é possível e é necessário resol-
ver um sistema de equações e obter as soluções simultaneamente, tratando-se de um 
método implícito. Os métodos explícitos são mais fáceis de aplicar, mas os implíci-
tos têm a vantagem de que tendem a ser mais estáveis e ter convergência assegurada.

Sendo o objetivo deste capítulo a abordagem da resolução numérica de equações di-
ferenciais, nos exemplos apresentados a seguir as derivadas são aproximadas por di-
ferenças finitas centrais ou para a frente e são apresentadas apenas equações de pri-
meira e segunda ordem. São ainda apresentados modelos matemáticos em que a equa-
ção é não linear, mas onde o método se aplica mesmo assim, obtendo-se a solução 
iterativamente, como é o caso da evolução de uma dada população (problema 5.19.).

Problema 5.17.
Resolver a equação diferencial y

dx
yd
=2

2
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  usando o método das diferenças finitas com   

5.0=∆x   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 00895.5)3(,5876.0)1( == yy  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 .

Resolução
Considerando os cinco pontos ,3,5.2,2,5.1,1 54321 ===== xxxxx e  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 e 

 
 

35.225.11  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

escrevendo a equação de diferenças centrais associada

 1 1
2

2n n n
n

y y y y
h

+ −− +
=   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
4,3,2=n  
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Soluções
5.19. 113.3 e 135.4 milhares

5.20.   y1 = 0.4137 
     y2 = 0.5603 
     y3 = 0.7151 
     y4 = 0.8869 
     y5 = 1.0890 

5.21.  

x y solução exata com 3 casas decimais

-0.4
-0.2

0
0.2
0.4

0.230
0.657
0.997
1.257
1.430

0.230
0.659
1.000
1.259
1.430

  
5.22.    0.254 e 0.317

5.23.   

x y  (∆x = .5) y  ∆x = 1

4.5
5

5.5
6

6.5

0.0340
0.0320
0.0321
0.0333
0.0352

0.0326

0.0337

5.24.   

x y  (∆x = .2)

1.2
1.4
1.6
1.8

4.991
5.489
6.207
7.163
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A chancela Engebook agrega a oferta de 

conteúdos nos domínios de engenharia, as-

sumindo como missão estratégica a promo-

ção, divulgação e edição de conteúdos espe-

cializados afins ao conhecimento técnico e 

científico, representados pela edição de livros 

em suporte físico e digital, revistas especiali-

zadas, seminários e formações. Após mais de 

trinta anos de história, prossegue um percur-

so de forte ligação aos campos académico, 

técnico e empresarial, constituindo uma das 

marcas mais fortes na área dos conteúdos 

especializados em Portugal.

Problemas de Equações 
Diferenciais Ordinárias e 
Transformadas de Laplace

LUÍSA MADUREIRA

L{ f (t)* g (t)} = L{ f (t)} L{ g (t)}

L{u (t – a)} = 
e–as

s  

L{  f  (t)} = ∫0

∞
 f  (t) e

–st
 dt

y' + P(x)y = Q(x)
y = xφ( y') + ψ( y’)
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