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Integracao Dupla

Prefacio

Este livro apresenta um conjunto de exercicios que o autor formulou em diversas
provas no decorrer da sua atividade letiva, quer como docente do Departamento de
Matemética da Universidade de Aveiro (UA), quer como docente da Seccao de Ma-
tematica e Fisica do Departamento de Engenharia Civil da Faculdade de Engenharia

da Universidade do Porto (FEUP).

Pretende-se que este livro sirva como uma boa ferramenta de apoio aos alunos dos pri-
meiros anos de Engenharia, e, de um modo geral, que contribua para que as matérias
lecionadas nas disciplinas de Matematica se tornem mais atrativas, e que se conclua a

necessidade da Matematica no desenvolvimento cientifico dos alunos de Engenharia.

Estes objectivos sdo exemplificados pela preparacgao do livro tendo em conta o trabalho
com os meus alunos do primeiro ano, quer do Departamento de Engenharia Quimica,
quer do Departamento de Engenharia de Minas, quer do Departamento de Engenharia

Civil, em especial os alunos de Anélise Matemdtica I do ano letivo de 2018/2019 da
11



Célculo Integral

Licenciatura em Ciéncias de Engenharia - Engenharia de Minas e de Geo-Ambiente
(LCEEMG) e de Ambiente da FEUP, e aos alunos da unidade de Andlise Matemética 2
de Engenharia Civil da Feup. Muito deste trabalho é inspirado nos livros de Integragao
de Carlos Espain Neves de Oliveira (cf. Bibliografia [6] e [7]), meu pai, nos livros de
Célculo de N. Piskounov (cf. Bibiliografia [10]), e no meu trabalho de investigagdo
decorrente da docéncia de Anéalise Matemaética I, Anélise Matematica II e Anélise

Matematica VI (cf. Bibliografia [13]).
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Integracao Dupla

1.1 Introducao a Integracao Dupla

O objectivo deste capitulo é encontrar maneiras de generalizar o conceito de integral
definido de uma funcéo real de variavel real aos casos em que f é uma fun¢ao de duas
variaveis. Procuramos ainda explorar como usar a integragao dupla para representar

certas quantidades fisicas.

Se f é uma fungao real de variavel real continua e ndo negativa definida no intervalo
[a,b] com a < b entdo fff(m)dm existe e representa a drea da regido D = {(z,y) €
R%:(a <z <b)A(0<y< f(z)}. Suponhamos agora que f é uma funcio real de
variavel real continua de R? em R nio negativa definida num rectangulo R = {(z,y) €
R%:(a <z <b)A(c<y<d)}. De um modo andlogo ao caso da integracio de uma
funcéo real de varidvel real, deve haver algum tipo de integral que represente o volume
do sdlido W = {(z,y,2) ER3: (a <2 <b)A(c <y <d)A(0 <z < f(x,y)}. Podemos
encontrar tal tipo de integral se utilizarmos o principio de Cavalieri que nao é mais
que o método das secgbes transversais. Seja x € [a,b] e considere-se a funcao g definida
por g(y) = f(x,y),y € [¢,d], e considere-se a regido do espago Dy que estd no plano
vertical paralelo ao plano coordenado Oyz e cuja abcissa é sempre x e cuja ordenada
estd entre ce d, e 0 < z < f(z,y). Ou seja D(z) = {(u,v,w) ER3: (u=2)A(c<v <
AN <w< f(z,v))}. Designe-se a drea desta sec¢do por A(z). Mas entdo A(z) =

fcdf(a:,y)dy, visto que estamos a considerar z fixo e y varia entre ¢ e d. Tudo tem
17



Célculo Integral

z<d)AN(0<z< f(z,y)} € dado por Volume(W) = f; fcdf(a:,y)dydx.

Figura 1.4: Regiao W

Exercicio 1.1.1. Represente geometricamente a regiGdo D onde

D={(z,y) eR?: (0<z<2QA(x<y<2)V(2<z<HA(2x-2<y<z+2))}.

22



Integracao Dupla

Resolugao 1.1.1. A regido D encontra-se representada na figura 1.5.

yh

[ et

(z,2x)

(z,z)

CL I e e R

Y

Y

Figura 1.5: Regiao de Integracao D

Exercicio 1.1.2. Calcule o integral I = ffD f(z,y)dydz e represente graficamente a

regido de integra¢io D de I onde:
2 r2z
a) I =[5 [ (x+1)dydz;

b) I= fol fox(l—y)dydx;
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Célculo Integral

que apresentamos na figura 1.10.

yh

S22 (:9)

Figura 1.10: Regido de Integracdo de I

Calculemos agora I. Temos que

1= fol fé/ eYdxdy = fol (eYx) @dy _ fgl ¥ (y — %)dy

1 1 ;
=2 [ evydy =3 vy =2 () - J} evay)

Wi

(e—O—(ey)|(1)) 2%(6—(6—1)):%(6—64—1)

wino

e) A regido D de integracio é tal que D ={(z,y) eR?: (0<y<)A(y<z<2-y)}

esta representada na figura 1.11.

yﬂ

(Y,y) /\ (2-y,y)

yF----

Figura 1.11: Regido de Integracdo de I
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Integracao Dupla

Assim, tem-se

I= [y [ cos(x)dxdy

= Jo (sen(@)) ;" dy

= J5 (sen(2—y) = sen(y))dy

— [ sen(2—y)dy — [ sen(y)dy

— — [V sen(2—y)(=1)dy— [} sen(y)dy

= —(—cos(2—y))s — (—cos(y)) 5

= —(—cos(1) +cos(2)) — (— cos(1) + cos(0))

=2cos(1) —cos(2) — 1.

1) Aqui, tem-se que

D={(z,y) ER*: (4<y<8)A(Vy—4<uw

IN

cuja representacdo geométrica se apresenta na figura 1.12.

Y A
Y RO .
| ST g
4 |
09 :
Y 1
%9 ! )

Figura 1.12: Regiao de Integracdo de I
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Integracao Dupla

1.2 Volume de soélidos

Exercicio 1.2.1. Encontre o volume V do sdlido S = {(z,y,2) ER3:0<z <1A0<

y<2A0<z2<z+y}

Resolugao 1.2.1. Na figura 1.14 apresentamos uma representacio grafica de S.

Figura 1.14: Piramide

Considere-se a funcio f tal que f(x,y) =z +y,¥(z,y) € R O volume do sélido S,V

¢ tal que,

V= J3 Jo Flay)dedy = [§ [y @+ y)dedy = [ (fo (24 y)dw) dy

2
= J2 (% ) by = 2 (5 +y—0) dy = J2 Sdy-+ 7 uiy

31



Célculo Integral

Exercicio 1.2.2. Calcule o volume da regidgo W = {(z,y,2) €R3: (0 <z <1)A(0 <

y<DHA0<z<1—9y?))

Resolugao 1.2.2. A representagio grifica da regiGo W encontra-se na figura 1.15.
z

1 z=fo(z,y)=1—y°

v

z=fi(z,y)=0

v
l”’ >
. of/’ y
((L', e ---(:17,1)
1 =
Figura 1.15: Regiao W
Assim, tem-se:
1,1
Vol(W) = [ Jo (fa(w.y) = fi(xz,y)) dydz = [; [ (1—y?—0)dydz

= fol fol(l —y?)dydz = fol fol ldydzx — fol fol y2dydz

3
—fo )lodz — fo (%) |0d$:f01(1—0)d$_f01(%_O)dx:foldx flldx

32



Integracao Dupla

Exercicio 1.2.5. Calcule o volume da regidgo W = {(x,y,2) € R3: (0 < 22 +¢% <

DAz>0)A(y>0)A(0<2z<2—x)}.

Figura 1.18: Regiao W

Resolugao 1.2.5. Tem-se:

volume = fol N L-a? (2—2)dydx = fol (2y — xy) ’0' 172 g

:fol <2\/1—:v2—a:\/1—:v2—0)da:
:2]01 \/1—:L"zdx—i—%fol(—Zx)\/l—wzdx

_om 1 =23\ 1 _
=25t (g )=

(VB
N —
W=

o=

B
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Célculo Integral

Exercicio 1.2.6. Calcule o volume da regido W = {(z,y,2) € R®: (0 <2z <2)A(0 <

2<4—-2HAN(0<y<6—2)}

Resolugao 1.2.6. Assim, tem-se a sequinte representa¢do grifica de W.

Figura 1.19: Regiao W
36



Integracao Dupla

volume(W) = f02 51_12 (6 — 2)dzdx
= Jg (62— %) 167" da

= J5 (64— 2% — 4= 4 0) da
= J2 (24 622 — %) dz

= [2(16— 20% — Z)da

3 5
- (169@—2%—9{—0)\3

_99_ 16 32
=32—-3 — 15
_ 80 _ 16
=375

_ 400 48
=73 15
_ 352

= 715 -

Figura 1.20: Rectangulo contendo D
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Integracao Dupla

1.3.2 Integrais Duplos em Regioes mais Gerais

Sejam D uma regido limitada de R? |, f uma funcdo de D em R limitada em D, R um

rectangulo tal que D C R e f* a funcdo prolongamento de f a R definida em (1.1).

f(z,y) se(z,y) €D

fH(zy) =
se(z,y) € R\ D

[ (z,y)=0
[ (z,y) = f(z,y)

Figura 1.21: Gréfico de f(z,y) = 22 +y?

Dizemos que f é integravel em D se e s6 se f for integravel no rectdngulo R e definimos
41



Integracao Dupla

Definigdo 1.3.2. {Regido do tipo 2} Seja D uma regido limitada de R?. Se D =
{(z,y) eR%: (c<y<d)A(91(y) <z < g2(y))} com g1 e ga fungdes reais de varidvel

real continuas em [c,d] entdo dizemos que D é uma regido do tipo 2

Observagao 1.3.1. A regidgo D da figura 1.23 é uma regiao do tipo 2.

Figura 1.23: Regiao do tipo 2

Definigdo 1.3.3. {Regidio do tipo 3} Uma regiio D limitada de R? diz-se uma regido

do tipo 3 se e s6 se D é uma regidgo do tipo 1 e do tipo 2.

43



Célculo Integral

z

Figura 1.30: Paralelepipedo

Definigdo 1.4.1. {Valor Médio de uma Fungio} Sejam D uma regido elementar de

R? e f wma funcdo integravel em D. Entdo a razio f., entre o integral duplo de f

,y)dyd L.
em D e a drea de D, fp, = M chama-se valor médio de f em D,
ffDdyda:

Exercicio 1.4.1. Encontre o valor médio de f na regido dada D onde f(x,y) =yx?;

D={(z,y) eR?: (0<z<1)A(z<y<z+1)}.

Resolugao 1.4.1. O walor médio de f que vamos denotar por fn, € definido através

da igualdade

_ ffD f(m,y)dydx.

fm area(D)

Tem-se

area(D) = [ [, 1dydx = fol fjw dydx = fol (y)|3"dz

— i@ —a)de = [} wdr = (%)}

N[ =

54



Integracao Dupla

Exercicio 1.4.3. Determine o centro geométrico da regido D = {(z,y) ER?: (-1 <y <1)A

(1-y* <z <1+y7))

Resolugao 1.4.3. Na figura 1.33 apresenta-se a representacio grifica de D.

yh

o
R
8

Figura 1.33: Regiao D

Comecemos por determinar a drea de D. Assim, tem-se

2 2
area(D) = [ [, dyd;v:f_ll f_*;’z da:dy:f_ll(:r)ﬁ'tZQdy
= Jy (1+y? =1 —3?)dy

= [ (19— 1+¢2) dy

= Jy 2%y =2 [ y?dy



Integracao Dupla

Exercicio 1.4.4. Calcule os momentos de inércia da regiGo D representada na figura
1.34 relativamente aos eizos coordenados sabendo que a fungdo densidade é 0(x,y) =y

para todo (x,y) de R2.

Resolucao 1.4.4. Na figura 1.34 representa-se graficamente a regido D.

yﬂ

r=1+cos(0)

Figura 1.34: Regiao D

Tem-se, utilizando as relagoes x = rcos(0),y = rsen() e g((ig)) =r entdo podemos

concluir que

I, :ffDnydydx

= 02” 01+COS(9)(r2cosz(9))Tsen(9)Tde9

_ Ozﬁ 01+cos(9) 4 cos?(0)sen(0)drdd

27 (2] cos2(0) sen(6)do

= Jo
61



Integracao Dupla

Resolugao 1.4.5. Assim, tem-se:
Yy

Figura 1.35: Regiao D

Io = [ [p(@?+y*)é(x,y)dyds = [ [, (a* +y?)(2* + y*)dydz
ffD(x2+y2)2dydx:f0% f127"4rdrd9

T 9 T /.6
= JiE [Erodrdo = [F () 30

1.5 Exercicios Propostos

Exercicio 1.5.1. Calcule os segquintes integrais:

a) fol f12 22ydydz;

b) ff foz ydydx;
63



Integracao Dupla

N Eessssssse.

Figura 2.2: Regiao D = D1 U Dy
concluimos que
I= ffDl ;vd;vdy—i—fsz xdxdy

= f02 fé’xdmdy—kf; ;_yxdxdy.
No entanto para calcular I devemos utilizar a notagio I = [ [ prdydr. Assim,

tem-se
=[5 [ adyde = [§(xy)|i~"da
= fogx(ll—x—x)dx
= f02 x(4—2x)dx

= f02(4x —222)dx
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V2—-y,y)

Figura 2.5: Regido de Integracdo de I

yl
V2

------- (z,2 —2?)

V2
x
(z,0) (z,9)

Figura 2.6: Regiao de Integracdo D = D1 U D3

2
entao podemos escrever I = fol fow dydx + flﬁ foz—w dydx. No entanto para cal-

74



Integracao Dupla

Exercicio 2.1.2. Considere o integral I = [ [ xydydz onde D = {(z,y) € R*: (0 <
<A (2* <y <)}

a) Esboce a regido de integracio de I no plano Oxy.

b) Complete os espagos no integral fDD fDD rydydzx;

¢) Escreva I na ordem de integragio dxdy.

d) Calcule o integral I.

Resolugao 2.1.2.  a) A representagio grifica de D apresenta-se na figura 2.9.

Y
8 4

Figura 2.9: Regiao de Integracao D de I

b) Para integrar I na ordem dydx devemos projetar a regido de integragio D de I
no eizo Ox, obtendo assim a variagcdo de x, paralelamente a Oy e depois para
um determinado x € [0,1] tragar uma recta vertical ao eizo Oz e passando pelo
ponto (x,0) e depois ver qual as coordenadas do ponto de entrada dessa recta
vertical na regiao D e as coordenadas do ponto de saida da regiao D dessa recta

vertical.
77
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Y A
ol
(,9) (4,9)

y ___________
2
(yly) :
Y 1

(2y,v) ' _
16) 4 Tx

Figura 2.15: Regiao de integracao do exercicio 4.7.5

Assim, tem-se
2 2y 4 4
I:/ / xd:rdy—i—/ / xdxdy.
0 Jy 2 Jy

¢) Mas devemos utilizar a ordem de integrag¢io dydz, pois neste o cdlculo de I é

mais rapido. Assim, concluimos que:

I= A 7 e = o) o

— 64 64
— 376
_ 64 _ 32
~—%6 T3
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Integracao Dupla

r=1+cos(0)

Figura 3.4: Cardioide D

- , 1
Exercicio 3.2.3. Calcule o integral [ [}, Wdydm onde
D= {(zx,y) € R?: (1 <Vaz2+y? §4) Az <y <V3x)A(x>0)A(y>0)}.

Resolugao 3.2.3. Como em coordenadas polares a circunferéncia x> +y?> =1 € des-
crita pela equacio r =1, a circunferéncia x> +y> =4 é representada pela equagio r =2,

a equagao da semi-recta (y = x) A(x > 0) € descrita pela equagio 0 =% e a semi-recta

y=+3xAx>0 € descrita pela equagio § =T e < L 1

3 /2 2) T or
ity |z=rcos(0),y=rsen(0)

entao tem-se

I=f/, 7\/9621_4__y2dydm:f§ CLrdrdg = [3 [drdo = [ r[3d0

Sl

T _
3 4

97
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Célculo Integral

Figura 3.5: Regiao D

Exercicio 3.2.4. Mostre que [ [, xdyds = \/§E\f7 onde D= {(z,y) eER?: (x <y <

V3Z)A (0 <22 4+9y2 < 1)}

Resolugao 3.2.4. Donde, facilmente vemos pela figura 3.6 que

ffDxdydx:ff folrcos(Q)rdrdﬁsz fol r2 cos(6)drdo
—fﬂ % |§cos(0)do = fﬂ (:-0 cos(@)d@zf%% 2 cos(0)do

= %fg cos(0)df = Lsen(0)| =

s
3
s
1

(5 —%)

1
3

- l(\/g—\@) _ V3-V2
3 2 6 .

98



Célculo Integral

Exercicio 3.2.6. Encontre o volume do sélido delimitado por z =0,z +y = 1,22 +

yY?=lez=1-um.

Resolugao 3.2.6. Assim, como W ={(z,y,2) ER?: (0<x < DHA(1—2<y<VI—22)A
(0<z<1—=z} entdo o volume da regiGo W € igual ao integral duplo extendido d regiGo

D onde D estd definido por D ={(z,y) €R?: (0 <o <DA(1-z<y<V1-22)}.
z

A

Figura 3.9: Regiao W
102



Célculo Integral

Exercicio 3.2.7. Usando a mudanga de coordenadas T (u,v) = (x(u,v),y(u,v)) =

(u,u+v) calcule o integral I = ff fIJrG dr_ gy dr.

23 oy—a?

Resolugao 3.2.7. Na figura 3.11 apresentamos a regidgo de integracio D de I.

yﬂ

(o

' (2,2 +3)

[ U

U
S

Figura 3.11: Regiao D

A regidgo de integracio D de I é delimitada pelas rectas x =1l,x =3, y=x+3 ¢

y=x+6. Analisando a regido D representada na figura 3.11 e calculando diretamente
104



Célculo Integral

1.5.2

8"

Figura 4.1: Regido de Integragéo do integral 1.5.2a)

Figura 4.2: Regido de integragdo de 1.5.2b)

112



Integracao Dupla

()

(z,2—1x)

[ R

Figura 4.3: Regido de integragio de 1.5.2¢)

()

Assim, tem-se

Figura 4.4: Regido de integracao de 1.5.2d)

(e)

Assim, tem-se
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yﬂ
T
(z,z+2)
3 -------
1
1 (Tt 1)
1 1
2F=-=-==== | 1
1 | 1
1 ' 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 | 1
1 1 1
1 | 1
1 | 1
1 1 1
1 1 1 >
o 1 z 2 kg

Figura 4.5: Regido de integracao de 1.5.2¢)

1.5.3

114



Célculo Integral

Y

Figura 4.8: Solucao de 1.5.4.c)

Y

Figura 4.9: Solugéo de 1.5.4.d)
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CALCULO INTEGRAL

INTEGRACAO DUPLA

LUIS ANTONIO DE ALMEIDA VIEIRA

Sobre a obra

Esta € o segundo livro do autor no ambito do Calculo Integral, constituindo uma obra cujos objetivos
principais sao contribuir para que as materias leccionadas nas disciplinas de Matematica se tornem
mais atrativas e demonstrar ao leitor a necessidade da Matematica no desenvolvimento cientifico dos
alunos de Engenharia. Em particular neste caso, sobre a tematica dos Integrais Duplos

Muitas vezes esta matéeria € desenvolvida apresentando a teoria de um modo pouco pratico, quase
sem exemplos. Neste livro pretende-se apresenta-la de um modo apelativo e baseado em exercicios
e exemplos, apresentando desse modo os conceitos necessarios para o encadeamento da mateéria,
que conta neste ambito com figuras com objetivos pedagogicos no ambito da Integracao Dupla. Este
livro consiste assim em trés capitulos, sobre a Integracao, a Mudanca de Ordem de Integracao, e a
Mudanca de Variavel, bem como propostas de resolucao dos varios exercicios dispostos
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