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PREFACIO

Objetivos

Esta obra foi concebida com o objectivo de proporcionar uma introdugao as técnicas
fundamentais de analise de circuitos elétricos a leccionar em cursos de engenharia
eletrotécnica e similares. Este livro compreende as unidades de conhecimento
essenciais, a lecionar em dois semestres, tendo por o objetivo dotar os estudantes
com as ferramentas de analise que permitam habilita-los a desenvolver raciocinio e
capacidade de resolucao de circuitos elétricos lineares e nao lineares.

As matérias estdo dispostas de forma sequencial, de modo a facilitar a aprendizagem dos
estudantes. Os primeiros seis capitulos sdo inteiramente dedicados a analise de circuitos em
corrente continua, com o objectivo de proporcionar ao estudante uma adequada pratica,
que permita enfrentar sem grandes dificuldades a segunda parte da matéria que engloba a
analise sinusoidal em regime permanente (fasorial), analise em regime transitéria usando
a transformada de Laplace, estudo de fun¢des periddicas usando as séries de Fourier e
andlise de redes de dois portos.

Em cada capitulo, sdo apresentados exemplos resolvidos bem como um conjunto de
exercicios com a respetiva solugéo, incentivando o aluno a resolvé-lo, de modo a sedimentar
as matérias apresentadas.

Organizacdo

O capitulo I, providencia as defini¢goes béasicas de grandezas fundamentais, tais
como, carga, corrente, tensio e poténcia. E, ainda, dado a conhecer os elementos
constituintes de um circuito elementar em corrente continua, nomeadamente:
resisténcia, fontes de tensdo e de corrente independentes e dependentes. As leis de
Kirchhoff, o circuito divisor de tensio, o circuito divisor de corrente e o equivalente
triangulo-estrela sao, também, aqui introduzidos com o objectivo de proporcionarem
uma primeira abordagem & analise de circuito simples.

No capitulo II, sao introduzidas as técnicas de andlise de circuitos de maior
complexidade, mais concretamente, o método das tensdes nos nds, o método das correntes
de malha, transformacao de fontes, equivalentes de Thévenin e de Norton e teorema da
sobreposicéo.

No capitulo III, sdo abordados dois novos elementos de circuito: indutincia e
capacidade, suas relagdes tensao-corrente, respectivas poténcias e energias armazenadas.
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Nos capitulos IV, Ve VI, é realizada uma primeira abordagem a analise da resposta de
circuitos em regime transitério (com fontes dc), no dominio do tempo, usando equagdes
diferenciais. Os circuitos de 1* ordem sdo estudados nos capitulos IV e V e os de 22 ordem
surgem no capitulo VI.

O capitulo VII, introduz a analise sinusoidal em regime permanente. E dado grande
énfase a analise fasorial, nomeadamente, as relagdes fasoriais entre tensdo e corrente para
os diferentes elementos passivos de um circuito. Demonstra-se, ainda, que as técnicas
apresentadas para a analise em corrente continua, sdo aplicaveis a analise em regime
sinusoidal permanente. E, ainda, introduzido um novo conceito de andlise de circuitos:
o diagrama fasorial.

No capitulo VIII, identificam-se as poténcias em jogo num circuito alimentado por
uma fonte sinusoidal em regime permanente, mais concretamente: a poténcia média, a
poténcia reactiva e a poténcia complexa. E, ainda, estabelecida a condi¢io para médxima
transferéncia de poténcia para uma determinada carga.

No capitulo IX, sdo introduzidos os circuitos trifasicos equilibrados, evidenciando-
se as diferentes configuracdes possiveis bem como os processos de andlise. Sdo, ainda,
deduzidas as expressdes das poténcias para este tipo de circuitos bem como o procedimento
para medicdo experimental da poténcia média num circuito polifasico, recorrendo a
wattimetros. Sdo, também, abordados os circuitos trifasicos desequilibrados e a sua
caracterizagao usando as componentes simétricas.

O capitulo X, apresenta a metodologia de analise de circuitos com acoplamento
magnético, de grande relevancia para o estudo dos transformadores.

No capitulo XI, é processada a analise de circuitos RLC série e paralelo, quando
alimentados por fontes sinusoidais de frequéncia variavel.

No capitulo XII, procede-se a andlise de fungdes periddicas usando séries de Fourier. O
objectivo, é demonstrar a aplicabilidade desta técnica na analise de circuitos alimentados
por fontes periddicas ndo-sinusoidais.

O capitulo XIII, introduz a transformada de Laplace e a sua aplicagdo na analise de
circuitos em regime transitorio. Demonstra-se as vantagens desta técnica, para este tipo
de andlise, quando comparada com o uso de equagdes diferenciais para 0 mesmo fim.

Finalmente, no capitulo XIV, procede-se a andlise de circuitos contendo dois pares de
terminais, vulgarmente conhecidos por redes de dois portos ou quadripolos. Esta matéria
¢ de grande importincia no estudo de linhas de transmissdo e na andlise de circuitos
electrénicos.
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CAPITULO 1

DEFINICAO DE GRANDEZAS ELECTRICAS BASICAS,
LEIS DE OHM E DE KIRCHHOFF

1.1- NOGCAO DE CARGA ELECTRICA

A nogao de carga eléctrica, pode ser introduzida através da visualiza¢ao de uma experi-
éncia muito simples. Se friccionarmos uma vareta de ebonite (vidro) num pano delaea
aproximar-mos de um material leve, verifica-se que este tem tendéncia a aproximar-se e
posteriormente a afastar-se, i.e., uma forga de atracgdo e de repulsdo é verificada entre a
vareta e o material. Aproximando, agora, o material ao pano de 13, ha lugar a uma for¢a
de atracgdo entre eles.

As forcas exibidas sao designadas por forgas eléctricas, causadas pela presenca de car-
gas eléctricas no material, na vareta de ebonite e no pano de la. O facto de se verificarem
forgas eléctricas de atracgdo e repulsio sugere a existéncia de dois tipos de carga: positi-
va e negativa.

A seguinte questdo deve ser colocada. Como se explica este fenémeno? O facto de se
friccionar a vareta com o pano, leva a que se verifique uma transferéncia de cargas nega-
tivas para a ebonite, ficando esta com excesso de cargas negativas e o pano de 13 despro-
vido destas cargas, i.e., com excesso de cargas positivas. Quando se aproxima o material
leve da vareta, verifica-se uma forca de atracgdo entre eles. Caso se verifique o contac-
to, existira uma transferéncia de parte da carga negativa da vareta para o material. Deste
modo os dois corpos passam a ter cargas com o mesmo sinal, o que origina uma forga de
repulsao entre eles.

Como informagéo, refira-se que um electrdo possui uma massa de 9.10956x10~' Kg,
enquanto a do protio (neutrdo) é 1840 vezes superior.

A unidade de carga é o Coulomb, em homenagem a Charles Coulomb, a primeira per-
sonalidade a realizar medi¢des quantitativas crediveis da forca entre duas cargas, cuja de-
finicdo ¢ a seguinte: duas particulas pequenas, com cargas do mesmo tipo, que se encon-
trem no vicuo separadas de 1 m e que exercam entre si uma forca de repulsdo de 107¢*N,
possuem uma carga idéntica de mais ao menos 1 C. A grandeza c representa a velocidade
daluz (2.997925x10% m/s).

A carga deve ser simbolizada por Q ou g, sendo a letra maitiscula reservada para a
carga invariavel no tempo (constante) e a letra mintuscula para o caso geral de uma car-
ga variavel no tempo. Esta é também designada por valor instantdneo da carga, realcan-
do-se a sua dependéncia temporal ao representa-la na forma q(t).
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1.2- CORRENTE

A ideia de transferéncia de carga ou carga em movimento, definida na sec¢io anterior, é
de grande importancia no estudo de circuitos eléctricos uma vez que, se é possivel movi-
mentar carga de um lugar para outro, também ¢é possivel transferir energia de um pon-
to para outro.

Carga em movimento representa uma corrente. A corrente presente num percurso dis-
creto, p.ex., fio metalico, possui uma amplitude e direc¢io associadas, apresentando-se
como uma medida da taxa de movimento de carga, numa dada direc¢éo. Especificando-
se um ponto de referéncia, podemos definir g(f) como sendo a carga total que passou por
esse ponto considerando-se um tempo inicial arbitrario ¢=0.

E possivel, agora, considerar a taxa a qual se verifica a transferéncia de carga. Assim,
no intervalo de tempo variando de t a (f + At), a quantidade de carga transferida no pon-
to de referéncia variou de g para (g+Aq). Assim, a taxa de transferéncia de carga através
do ponto de referéncia, para um tempo t, é aproximadamente igual a Ag/At e, & medida
que o intervalo At decresce, o valor exacto desta taxa é dado pela derivada

49y 90FAD=9(0) _ o AG ()

dt At—0 At A0 Af

A corrente num dado ponto, fluindo numa direcg¢do especifica, pode ser definida como
a taxa instantdnea com que carga positiva se move nessa direcgdo. Esta é simbolizada por
I ou i, pelo que

;_da

dt 0-2)

A unidade de corrente é o ampere (A) em homenagem a A. M. Ampeére. Saliente-se
que o uso da letra minuscula esta associado a um valor instantaneo.
A carga transferida entre o tempo t, e f, pode ser representada através do integral

- ji dt, (1.3)

to to

q

pelo que a carga total transferida, é o resultado da soma de g(#,) com o integral da ex-
pressao (1.3):

t

a(®= [idt+q(,), (1.4)
o

em que ¢(t,) constitui a carga transferida até ao instante t=t,,.

A figura 1.1 ilustra trés importantes formas de correntes. Uma corrente que se man-
tenha constante é designada por corrente continua ou simplesmente corrente d.c. (ver
figura 1.1a). A corrente mostrada na figura 1.1b varia de forma sinusoidal com o tem-
po sendo, por isso, referida como corrente alternada ou corrente a.c. A figura 1.1c ilus-
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tra um andamento exponencial decrescente, caracterizando um comportamento tran-

sitorio da corrente.

(a) (b) (c)
Figura1.1- Formas de corrente: (a) corrente continua (dc); (b) corrente alternada sinusoidal (ac);

(c) corrente exponencial decrescente.

O simbolo grafico para a corrente, consiste numa seta que é colocada préximo do con-
dutor. Assim, uma corrente positiva de 2 ampere, fluindo no sentido ilustrado na figu-
ra 1.2a, é o mesmo que representar uma corrente negativa de igual valor fluindo na dire-

¢do oposta (fig.1.2b).

i 7

(a) (b)

Figura 1.2 - Dois processos de representacio para a mesma corrente

Por convengcio, a corrente é definida como o movimento de cargas positivas, apesar
de o fluxo de corrente em condutores metalicos resultar do movimento de electrées. Em
gases ionizados, solugdes electroliticas e em semicondutores, os elementos carregados po-
sitivamente constituem parte ou a totalidade da corrente. Assim, qualquer definigdo de
corrente concorda apenas em parte com a natureza fisica da condugao.

R

(a) (b) (c)

Figura 1.3 - Representacdo da corrente: (a) e (b) incompletas (incorretas); (c) correta

Em resumo, para que uma corrente se apresente corretamente caracterizada num dado
circuito, é necessario ter em aten¢do o seguinte: a seta que simboliza a corrente, por si s6,

CAPITULO 1. DEFINIGAO DE GRANDEZAS ELECTRICAS BASICAS, LEIS DE OHM E DE KIRCHHOFF 3



ndo indica a diregéo efectiva do fluxo de corrente, sendo apenas parte da convengdo que
permite definir a corrente num condutor sem ambiguidade, pelo que a especificagdo da
amplitude é de essencial importancia. A figura 1.3a-c, exemplifica o exposto.

1.3 - TENSAO

Antes de se definir o que se entende por tensio, é conveniente adquirir, primeiramente,
a nogdo de elemento de um circuito, em termos gerais. Um elemento de circuito bésico,
possuindo dois terminais, é representado na figura 1.4.

Existem dois percursos possiveis para a corrente no elemento. Vamos admitir que
uma corrente continua ¢ dirigida ao terminal A, percorre o elemento e sai no terminal
B. Assuma-se, também, que a passagem de carga através do elemento conduz a gasto de
energia. Isto significa que, para mover a carga do ponto A para o ponto B, é necessario a
ac¢do de uma forga eletromotriz. Pode-se referir, entdo, que existe uma tensao ou diferen-
¢a de potencial entre os dois terminais, a qual identifica o trabalho necessario para mo-
ver uma carga positiva de 1C de um terminal para outro, i.e.,

dw g

dq

VAB =

(1.5)

A unidade de tensdo é o Volt (V) e 1 V é 0 mesmo que 1 Joule/Coulomb. Em termos
de simbologia, a tensao é representada por V ou v.

Ao—

Bo————

Figura 1.4 - Elemento de um circuito genérico, caracterizado por um par de terminais.

E importante, agora, estabelecer uma convengio a partir da qual seja possivel fazer a
distin¢ao entre energia fornecida a um elemento por uma fonte externa e energia forne-
cida pelo proprio elemento a outros elementos existentes no circuito. Uma forma conve-
niente de o fazer, passa pela sele¢do da polaridade do terminal A em rela¢io ao terminal
B. Assim, convenciona-se que, se uma corrente positiva entra no terminal A do elemento
e se uma fonte externa tem de desenvolver trabalho para estabelecer esta corrente entdo,
o terminal A é positivo em relagdo ao terminal B. Em termos graficos, a tensio ¢ indica-
da por um par de sinais +/- . Na figura 1.5a, por exemplo, a colocagdo do sinal + no ter-
minal A indica que este é 2 V volts positivo em relagdo ao terminal B. Na fig.1.5b, é ilus-
trada uma representagdo equivalente a (a), em que terminal B é -2 V positivo em relagao
a A. Esta equivaléncia é facilmente demonstrado através da troca da polaridade dos ter-
minais (A, B) e do sinal da amplitude da tensao (- > +).
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A o—rf Ao—
v=2V v=-2V
- +

B o— B o—1

(a) (b)
Figura 1.5 - Representacdes equivalentes para a mesma tens&o: (a) terminal A é 2 V positivo

em relagdo a B; (b) terminal B é -2 V positivo em relagio a A.

AQ+— Ao— Ao+—
v v
B o B o— e a—

(a) (b) ()

Figura 1.6 - Representacio da tens3o: (a) e (b) incompletas (incorretas); (c) correta.

A semelhanga do exposto para a corrente elétrica, é importante referir que uma ten-
sdo ou ddp s6 é considerada devidamente caracterizada se apresentar a polaridade e am-
plitude. A figura 1.6 ilustra o exposto. Em resumo, os sinais +/- sdo parte integrante da
defini¢do de uma tensao.

1.4 - POTENCIA

Embora a tensdo e a corrente sejam as grandezas que regem o comportamento de um cir-
cuito elétrico, na pratica, ¢ usada uma outra grandeza, designada por poténcia, que para
além de caracterizar os equipamentos determina o valor da energia a pagar pelos consu-
midores. E importante definir, agora, uma expressio que traduza a poténcia absorvida
por um qualquer elemento de circuito, em fun¢io da tensdo aplicada aos seus terminais
e da corrente que o percorre. Poténcia traduz a taxa a qual se verifica dispéndio de ener-
gia ao longo do tempo.

_dw,

dt

(1.6)

Reportando-nos a figura 1.5a, como exemplo, verifica-se nio ser possivel fazer con-
sidera¢des acerca do processo de transferéncia de energia, enquanto o sentido da cor-
rente nao for estabelecido. Vamos admitir que a seta que identifica a corrente é coloca-
da sobre o condutor que liga o terminal A, é dirigida para a direita e possui uma am-
plitude de +5 A. Entdo, nestas circunstincias, diz-se que esta a ser fornecida energia ao
elemento ou que o elemento obedece a designada convengdo de sinal passivo (a corrente
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CAPITULO 4

CIRCUITOS RL E RC - RESPOSTA NATURAL

4.1- INTRODUGAO

No capitulo III foi estudado o comportamento de bobinas e condensadores ideais. Foi re-
ferido, entdo, que esses elementos de circuito possuem a capacidade de armazenar ener-
gia. Neste capitulo, procurar-se-4 quantificar e caracterizar o comportamento da corren-
te e tensdo, como resultado do fornecimento da energia previamente armazenada numa
bobina ou condensador para um circuito puramente resistivo. Por questdes de simplici-
dade, limita-se o estudo a circuitos contendo uma bobina e uma resisténcia (RL) e cir-
cuitos contendo um condensador e uma resisténcia (RC). Existindo no circuito mais de
que uma bobina (condensador), estes podem ser associados de modo a obter-se o equiva-
lente, de acordo com o exposto no capitulo ITI. O mesmo se aplica a elementos resistivos.

Para as duas configuragdes mencionadas (RL e RC), dois modos de alimentagao dos
circuitos podem ser considerados: (i) Auséncia de fontes independentes aplicada as con-
figuragdes; a resposta do circuito, designada por resposta natural, ¢ determinada apenas
pela natureza dos elementos passivos, assumindo-se que previamente foi armazenada
energia nos elementos bobina ou condensador; (ii) uso de fontes independentes para ex-
citagdo dos circuitos em causa.

Na analise das diferentes configuragdes envolvendo os trés elementos passivos a reali-
zar no capitulo IV, V e VI, serdo apenas consideradas fontes dc. Para a caracterizagdo da
resposta das configuracdes RL e RC, com e sem fontes de excitagio independentes aplica-
das, serdo usadas as leis de Kirchhoftf de modo semelhante ao verificado aquando da and-
lise de circuitos resistivos. Todavia, a aplicagao das leis de K. aos circuitos RL e RC origi-
nam equagdes diferenciais, enquanto a sua aplicagdo em circuitos puramente resistivos
conduz a equagdes algébricas. A diferenga reside apenas no facto de equagdes diferen-
ciais apresentarem um maior grau de dificuldade, do ponto de vista da resolugéo. Para os
circuitos em questdo, as equagdes diferenciais sdo de primeira ordem, pelo que estes séo,
também, conhecidos por circuitos de primeira ordem.

Neste capitulo aborda-se a resposta natural dos circuitos RL e RC, isto é, a resposta do
circuito (tensdo e/ou corrente), é devida apenas a energia previamente armazenada nos
elementos bobina (condensador) e a natureza do circuito, visto néo existirem quaisquer
fontes externas. Os circuitos em causa sdo largamente aplicados em sistemas de contro-
lo, de comunicagoes, eletronicos e de energia.
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RESPOSTA NATURAL:

Auséncia de fontes: a resposta do circuito é devida apena & natureza dos elementos do circuito.

4.1- RESPOSTA NATURAL DE UM CIRCUITO RL.

De acordo com o exposto, um circuito RL consiste na conﬁgura(;éo série dos elementos
em causa, como se representa na fig. 4.1. A analise deste circuito tem por objetivo o cal-
culo da sua resposta. Tratando-se de um circuito série, ¢ vantajoso iniciar a analise, cal-
culando a corrente que o percorre, uma vez que a caracterizagdo das tensdes na bobina e
resisténcia fica facilitada.

+
Li=sw W< R
+ R

Figura 4.1- Circuito RL: resposta natural

A fim de caracterizar a resposta do circuito da fig. 4.1, nomeadamente, calculando a evo-
lugdo da corrente e tensdes mencionadas, aquando da libertagdo da energia armazena-
da na bobina, considere-se, o circuito mostrado na figura 4.2a. Assuma-se que a fonte de
tensdo independente permaneceu ligada (através de um interruptor) a configuragdo RL
durante um largo periodo de tempo e que no instante ¢ = 0, foi desligada, com a abertu-
ra do interruptor.

—> —>
L i

- +
v R L RS VR m Ir)iVL L
+ )

(a) (b)
Figura 4.2 - (a) Circuito de carga da bobina; (b) Circuito parat >0

Antes da abertura do interruptor, apenas existiam correntes dc no circuito. Nestas cir-
cunstancias e de acordo com a Eq. (3.1), a bobina comporta-se como um curto-circui-
to, pelo que toda a corrente fornecida pela fonte vai passar pela bobina. Assim, da figura
4.2a, verifica-se que a corrente inicial na bobina é determinada pela relagdo entre a ten-
sao da fonte e a sua resisténcia interna, i.e., i(0) = v/R =1, No instante t = 0, o interrup-
tor é aberto, resultando o circuito da fig. 4.2b, para o qual se pretende avaliar as grande-
zas i(t) e v(f) parat = 0.
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4.2.1 - Calculo da corrente.

Para o calculo de i(t), vamos aplicar a lei da tensdo de Kirchhoff, ao circuito da fig. 4.2b,
usando o sentido de circulagio especificado. Assim, somando as tensdes ao longo do per-
curso fechado, vem:

v tw =0 (4.1)
ou, usando a Eq. (3.1) e alei de Ohm,
di
L —+Ri=0, .
r 1 (4.2)

A Eq. (4.2) é conhecida por equagdo diferencial de primeira ordem, pelo facto de conter
um termo envolvendo a derivada de uma grandeza. Como os coeficientes R e L sao cons-
tantes, a equacgao (4.2) caracteriza uma equagdao diferencial com coeficientes constantes.
Assim, com vista a obtengdo da solugdo para a corrente, mova-se o termo Ri e L para o
segundo membro e multiplique-se ambos os lados por dt. Assim,

di R
—dt=-—idt. .
ar L (4.3)

Rearranjando (4.3), vem:

dt. (4.4)

fa_

com i(t ) identificando a corrente inicial e i(f) a corrente para o tempo t. Considerando
t, =0, entdo i(0) = I, caracterizando a corrente (energia) inicial na bobina. Resolvendo
0s integrais vem:

w,_ R
In ( i) 7 t, (4.6)
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Aplicando o inverso do logaritmo resulta,
i(f)=i(0)e ®D! (47)

Recorde-se que, de acordo com o circuito da fig. 4.2a, a corrente na bobina possui o va-
lor I, antes da abertura do interruptor. Por outro lado, como foi exposto no capitulo IIT,
nao se pode verificar uma variagdo instantanea da corrente numa bobina. Assim, a cor-
rente na bobina mantém o valor I, no instante imediatamente apds a abertura do inter-
ruptor. Deste modo, usando =0 para caracterizar o tempo imediatamente antes da aber-
tura do interruptor e t=0* para designar o tempo imediatamente apds a abertura do in-
terruptor, entdo,

i(0)=i(0") =1,. (4.8)

Atendendo a que a corrente inicial I, possui a mesma orientagdo que a corrente i (ver fig.
4.2b), da Eq. (4.7) resulta a seguinte solugao para a corrente i(),

iy=1,¢*®" >0. (4.9)

Verifica-se que a corrente assume, inicialmente, o valor I e decresce exponencialmente
com o tempo, como ilustrado na fig. 4.3.

i(1)
_ 1|
l(t) = I() e -R/Lt
0371, e
0 T t

Figura 4.3 - Resposta em corrente do circuito da figura 4.2b.

A taxa de decrescimento da corrente, ¢ determinada pelo termo R/L. O inverso desta re-
lagdo é designada por constante de tempo (). Assim,

=L (410)
R . 4.10,

Usando a constante de tempo, a Eq. (4.9) pode ser escrita na seguinte forma,
=1, e >0, (4.11)

A constante de tempo, revela-se um pardmetro importante na medida da taxa de decai-
mento da corrente e na determinacdo da inclinagdo inicial da resposta da corrente. A taxa
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