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CApPIiTULO

1

Funcoes de varias variaveis reais

O emprego da palavra "fun¢ao" como um termo matematico foi iniciado por Leibniz
em 1673, mas sofreu uma grande evolugao ao longo dos tempos. Uma fungao de varias
variaveis reais permite descrever uma quantidade a custa de outras quantidades, de
maneira unica. Neste contexto, a grande importancia dada as funcoes deve-se ao
facto de elas permitirem construir e modelar os fenémenos dos mais diversos ramos
da Ciéncia e do mundo que nos rodeia.

Definigcao 1. Funcao de varias varidveis reais

Diz-se que f : D C R™ — R é uma func¢do de x1, x2, ..., x, definida em D se, e s6
se, a qualquer sucessao ordenada (z1, xa, ..., &,) € D corresponde um e um sé6 valor
de y € R. As varidveis =1, x2, ... , , dd-se o nome de varidveis independentes
ou argumentos e a y o nome de varidvel dependente.

1.1. Breves nocoes topologicas

Definicao 2. Distancia entre dois pontos

Sejam os pontos A = (a1, az, ..., ap) e B = (b1, ba, ..., b,). Chama-se distdncia
de A a B ao numero nao negativo

(A, B) = /(b1 —a1)* + (b — a2)* + - + (bn — a)? (1.1)

Definicao 3. Bola aberta

Sejam A = (a1, as, ..., a,) € R" e ¢ € RT. Chama-se bola aberta ou vizinhanca



2 1.1. BREVES NOGOES TOPOLOGICAS

de centro em A e raio € ao conjunto

B.(A)=V.(A)={X eR": d(A, X) < £} (1.2)
Yy ,”’—-—-\\*\
e \\ ,’ B \\\
1 ¢ \ [.-="""€ R
" \ 1”7 A\
[ | i |
\[A4 = (z0,%0) / < A= (20,Y0,20) -7

Figura 1.1.: Bola aberta de centro em A e raio e.

Definig¢ao 4. Conjunto limitado

Um conjunto C' C R"™ diz-se um conjunto limitado se existir uma bola aberta,
B. (A), que o contenha.

Definicao 5. Ponto interior e interior de um conjunto

Considere-se o conjunto C' C R™ e um ponto A € R™. Diz-se que A é um ponto
interior de C se
dB.(A): B (A)C C (1.3)

Ao conjunto dos pontos interiores do conjunto C' da-se o nome de interior de C e
representa-se por int(C').

Definicao 6. Ponto exterior e exterior de um conjunto

Considere-se o conjunto C' C R™ e um ponto A € R™. Diz-se que A é um ponto
exterior de C se

IB.(A): CNB.(A) =0 (1.4)

Ao conjunto dos pontos exteriores do conjunto C' dé-se o nome de exterior de C e
representa-se por ext(C).

Definigcao 7. Ponto fronteiro e fronteira de um conjunto

Considere-se o conjunto C' C R™ e um ponto A € R". Diz-se que A é um ponto
fronteiro de C se

VB: (A) :int (C)N B (A) #0 A ext (C)N B (A) #0 (1.5)

Ao conjunto dos pontos fronteiros do conjunto C' dé-se o nome de fronteira de C e
representa-se por fr(C).
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Exemplo 20.

Para a fungdo f definida por f (x,y) = 2+ 22 + y? tem-se

9f (1,9) = lim £ED=102) _ pypy (24e®+4)—(4+14+4) _ 2?1
O rz—1 z—1 z—1 z—1 1
3

o

1,2) = hmw— hm (x+1)=2

( z—1 R s 2
&l (z,y) = lim L@uth)= fow) _ lim (2 wHh?) — (2402 +4?)
y A h—0 , =0 i i
of (17 ) — lim 2+22 +y +2hy+h 222 —y — lim 2hy+h
ay \T Y h—0 h—0
5) .
ot (z,y) = lim (2y +h) = 2y

Observagdo 8.

« Considere-se a fungdo z = f(z,y) definida num conjunto D C R? e o ponto
A = (a,b) € D. Se se fixar, por exemplo, a varidvel y = b (b constante) obtém-
se uma funcdo z = f(x,b) de apenas uma varidvel x. Geometricamente, esta
situacdo corresponde a seccionar a superficie z = f(x,y) pelo plano y = b. O
valor de f!(a,b) é o declive da reta do plano y = b, tangente & curva z = f(z,b)
em (a,b, f(a,b)). Em R3, esta reta tem o vetor diretor (1,0, f/(a,b)).

z

A

Figura 1.13.: Relacdo entre as derivadas parciais e a inclinacdo das retas tangentes as
curvas no ponto A = (a, b, f(a, b)), resultantes da intercecdo da superfi-
cie com planos paralelos aos planos coordenados, © = a e y = b.

e De acordo com a definicao, na determinagéo de ﬂ - (A) considera-se y fixo. Nes-
tas condigoes, para calcular L pode-se conblderar y constante e derivar f(z,y)
em ordem a x pelas regras de derlvagao j& conhecidas. Analogamente, na de-
terminagao de %?]; (A) considera-se = fixo. Assim, para calcular g—‘fj, pode-se

considerar = constante e derivar f(z,y) em ordem a y pelas regras de derivagao
ja conhecidas.
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1.14. Exercicios resolvidos

Exercicio 1. Calcule o dominio das seguintes fungbes e represente-os graficamente

1. f(z,y) = /6 — (22 — 2y)
2. f(z,y) = [(16—1’ —y*) (@ +y° —4)]
)=

1
3. f(x,
T+ y T—y
4. f(x,y) = arccos (2x)
Resolucao.

1. Dy ={(z,y) €R?*: 6 — (20 —2y) > 0} = {(z,y) e R?*: y >z — 3}

yﬂ

Figura 1.22.: Representagao grafica do dominio de f.

2. Dy = {(z,y) € R?: (16 — 22 — y2)(a2 + y2 — 4) > 0}
(16 —2* —y?)(2® + 3> —4) > 0
[(16 =22 —y%) > 0 A (a2 +y> —4) > 0]
16>2°+y° >4V 16<a?+y? <4 16> 2" +y° >4

Dy ={(z,y) e R?: 16 > 2* 4+ y* > 4}

yh
”—--s\
N
4 N
I/ \
/ L~ \
’ \ \
: t } L—p-
]
\ \ ’ X
~ ’ /
\ ~|- /
\ /
N /’
~ e
R

Figura 1.23.: Representagao grafica do dominio de f.



1. FUNGOES DE VARIAS VARIAVEIS REATS 69

SCRIPT MATLAB 1.6

%% Classificar e mostrar resultados
subplot(1,2,2); hold on
PC=double (PC) ; teste=double(teste);
for i=1:size(PC,1),

plot(PC(i,1),PC(i,2),’r.”);
if teste(i,3)>0, 7 classificacédo

if teste(i,4)>0,

text(PC(i,1),PC(i,2),’ min’,’FontSize’,9);
else

text(PC(i,1),PC(i,2),’ max’,’FontSize’,9);

end
elseif teste(i,3)<0,

text(PC(i,1),PC(i,2),’ sela’,’FontSize’,9);
else

text(PC(i,1),PC(i,2),’> ??’,’FontSize’,9);
end

end

x 10 MO X
2 10\%\', f ,K_\\_
3% -

DR -

Q) ‘/\

S < A

5 N3 X a

RENEVEVE gy

LA A

y
)
AT
344{6951481
S

7
5%

Figura 1.31.: Superficie (esquerda) e curvas de nivel (direita) da funcao real de va-
ridveis reais definida por f(z,y) = 256zy — 2* — y*, com os extremos
apostos sobre o mapa.
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y y

Pf Pr
.
ZQW 41// ¢ M’n’ t -7 ™ Bg\init
-2 Pj 2 Ps

Figura 2.8.: Polinémios de Taylor de grau 3, 5 e 7 de f(¢) = sin(¢), em torno de ¢ =0
(esquerda) e ¢ = 7 (direita).

Como se pode observar, aumentando-se o grau do polinémio apenas se melhora a apro-
ximagao numa regido mais ampla em torno do centro de convergéncia e deslocando-se
o centro da série, apenas se translada a regido onde o polinémio aproxima a fungao.

No caso das fungoes periddicas, este tipo de aproximacao nao é de grande utilidade
pois nao permite uma aproximacao global a fungao e perde-se a sua caracteristica mais
bésica, a periodicidade. Note-se que as fungoes tipicas em areas como a Otica, fisica
das ondas, processamento de sinal e imagem, telecomunicagoes, etc., sdo periddicas.
Esta é a razao para se precisar de uma forma alternativa ao polinémio de Taylor para
representar as fungoes periddicas.

Como a soma de N fungoes peridédicas de periodo T também é uma fungdo peridédica
de igual periodo, a escolha ébvia para a forma da expansao em série de uma fungéo
periddica é uma série em que os seus termos também sejam periédicos de igual periodo.

Recorde-se que se f(x) é uma funcdo periddica de periodo T', entao, f(kt) com
k € N é uma fungdo peridédica de periodo = logo também é periédica de periodo T'.
As funcbes seno e cosseno sdo as fungoes periddicas mais simples e sao usadas para

modelar fenémenos naturais periédicos, pelo que, para expandir uma fungao peridédica
f(t), a escolha natural cai sobre sobre uma série de termos seno e cosseno.

Ainda sem o objetivo de procurar a forma de definir a série de uma dada fungio,
considere-se a série trigonométrica definida exclusivamente por termos de fungdes

oo cos(nt) ~ s o ~
cosseno, » -7, =, cOmo uma expansao trigonométrica de uma dada funcao g(t);
neste exemplo, incluiu-se o termo n em denominador para que a série verifique a
condicao necessaria de convergéncia. O grafico seguinte ilustra a fun¢do soma parcial

de ordem 5 da série.

G5(t)
J
o N~ [ e~ 2r Nt

cos(n t)

Figura 2.9.: Soma parcial de ordem 5 da série de fungdes cosseno, >~ | <=
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Figura 2.11.: Fungao f e alguns termos da sua expansdo em série de Fourier. %:

componente continua; Hp: harmoénico fundamental; Hy: 2° harmonico.

Da anélise dos graficos da figura 2.11 constata-se que ha um decréscimo acentuado
de amplitude do primeiro para o segundo harmonico de f. Esta constatagao também
é véalida para os harmonicos seguintes, pois os coeficientes a, e b, sdo sucessoes
decrescentes em modulo e convergentes para zero. Tal facto sugere que pode obter-
se uma aproximagao de f truncando a série ao enésimo termo. Nesta aproximagao
comete-se um erro ey (t) dado pela férmula

o

en(t) = |f(t) = Sn(D) = Y Halt) (2.21)

n=N+1

onde S(t) é a fungdo para a qual converge a série de Fourier da fungdo f e Sy(¢), a
soma parcial da série a ordem N. O erro cometido é tanto menor quanto maior for a
ordem de truncatura da série.

O grafico da figura seguinte mostra a soma parcial de ordem 5 da série de Fourier da
funcao f do exemplo 47.

Figura 2.12.: Soma parcial de ordem 5 da série de Fourier de f do exemplo 47.

2.2.3. Série de Fourier de funcées com paridade

Se f é uma funcao par, entdo, o seu produto com a fun¢ao seno (impar) é uma funcgao
fmpar, pelo que se anulam todos os coeficientes b, (ver a eq. 2.5 na pagina 103);
a série de Fourier resultante é formada apenas por func¢des cosseno. Neste caso, o
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b a . _b
tan = —2»_ tem-se coOS = —=22— pelo que sin = ——2_. Sem perda
(6,) an (¢n) \/m P q (¢n) \/W p
de generalidade, pode associar-se estas grandezas trigonométricas a um triangulo re-
tangulo, como é sugerido na figura seguinte.

o

Qn

Figura 2.16.: Esquema de representacao das grandezas associadas a um harménico.

Substituindo estes resultados na simplificacao anterior do harmoénico, obtém-se

H, = /a2 + b2 [cos(¢y,) cos (nwp t) — sin(¢y,) sin (nwo t)]
= A, cos(nwot+ ¢p)

onde A, = /a2 + b2 representa a amplitude do harmdnico e ¢,, a sua fase inicial.
Para um sinal complexo, a decomposi¢do em harmoénicos é conseguida através da série
de Fourier e, ao conjunto de valores de amplitude e fase dos harménicos chama-se
espectro do sinal e sdo uma caracterizagao alternativa a caracterizacdo temporal.

Exemplo 53.
Considere-se os resultados obtidos nos prolongamentos par e impar da funcdo do
exemplo 52. Os valores para a amplitude e fase sao os seguintes

fpa'r (t) fimpar (t>
4
_ Z 2 _ ; =n=0 __8n
An—\/an‘f'bn— 4 4mn?—m
W <:n>0
™ — i
nd <n=0
p 0 <n=0 ” - 9 4.6
n — 53 n=a240,...
b T <=n>0 zﬂ
arctan(—a—:): -5 <n=1305,..

A fase da componente continua pode tomar o valor 0 ou 7 (habitualmente considera-
se a determinagdo principal para célculo da fase, isto é, ¢ € |—m, 7]). Quando o seu
valor é nulo, diz-se que a fase nao estd definida (nd).

De posse dos parametros associados aos harménicos que compdem um sinal complexo,
é habitual proceder-se a uma representacao grafica dessas grandezas em graficos de
barras (pois trata-se de um conjunto discreto de valores), relacionando a amplitude
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q ~ Yy
(continuagao) e
\ 3= ’

D% X . v
S \ 4 g
Yo \ i P
Y < ”. -

S ’ R
<o i\ g
~ \\ />0

- .
> >
/ b
—8. ;«{;, \\0‘1\\ > T
ST A AY ~
%7 g \ Y
- ’ v ~
g / \ X
-7 4 \ SN
P e X L
— AY
A== \

Figura 4.3.: Gréficos de duas familias de curvas ortogonais, 22 + y?> = C? e y = K x.
Na generalidade dos casos, a determinacao das trajetorias ortogonais de uma familia
de curvas passa por

1. definir a equacao diferencial associada a familia
2. estabelecer a nova equacgao diferencial que define as trajetérias ortogonais
3. resolver esta ultima equagao diferencial

4. a solucdo geral forma a respetiva familia das trajetérias ortogonais.

4.5. Resolucao de um PVI utilizando transformadas de
Laplace

Nesta secgdo, apenas se tratard de problemas de valor inicial (PVI) associados a
equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem e lineares que, por questdo de
simplificacdo de escrita, passar-se-4 a designar simplesmente por EDO.

A transformada de Laplace permite resolver um PVI, em que a EDO ¢é linear com co-
eficientes constantes. O método aplica transformada de Laplace a ambos 0os membros
da EDOQO, transformando-a numa equagao algébrica; a solu¢ao da EDO é obtida por
transformada de Laplace inversa. Este método segue, pois, as seguintes etapas:

1. aplicar a transformada de Laplace aos dois membros da equagao;
2. considerar Y = L{y} (ouy = L{y}) e obter a equacdo subsididria;
3. resolver a equagdo auxiliar em ordem a Y (ouay) ;

4. com a transformada inversa determinar y(z) = L7{Y} (ouy(z) = L7{y}) .

espaco - x

PVI, {EDO linear,

coef. constantes}

Y(s) = L{y(=)}

espaco - s

Solugdo do pro-

blema, y(z)

-

y(z) = L7HY (s)}

Formar a equa-

¢do subsididria

J

Solucao da equacio
subsididria, Y (s)

Figura 4.4.: Esquema do método de resolucao de EDOs através da transformada de

Laplace.
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Trajetérias ortogonais

~ <
~a o

Figura 4.13.: Alguns elementos das familias ortogonais.

3. Quando o comutador passa para a posicdo 2 tem-se um circuito RLC, sendo

regido pela equagao diferencial L% + Ri + %q =0, com i = %.

a) Substituindo i = % na EDO, tem-se uma equacao diferencial linear de 22

ordem de coeficientes constantes, L ¢’ + Rq' + % g = 0, cuja solugao geral
se obtém através do script seguinte.

SCRIPT MATLAB 4.9

%% 3.a) Comutador em 2: circuito RLC
disp(’Circuito RLC’);

si="q(t)=";

s2="1(t)=";

edo3 = Lxdiff(q,2)+R*diff (q)+q/C==0;
sg2=dsolve(edo3);

disp(’Solugdo Geral’);

disp([’EDO: ’ char(edo3)])

disp({[sl char(sg2)]1});

A solucao geral é

t(\/CR274L_£) _t(\/CR2—4L+L)

q(t) _ 016 2LVC 2L + 026 2LVC 2L
Repare-se que o argumento das fungdes exponenciais desta solucdo geral
pode assumir valores complexos para determinados valores de C, R e L.
A situacdo que se apresenta na alinea seguinte é uma dessas situacoes.

b) Este PVI tem condigdes iniciais, vo (0) = 5, pelo que ¢(0) = C've(0), sendo
nula a corrente no instante inicial , isto é, i(0) = 0. O script seguinte adapta
os valores para o circuito RLC em estudo e resolve a equagao resultante.
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Figura 5.2.: Particdo interior de D.

e Se a regido R é dividida em n retdngulos como na figura, entdo a cole¢io de
todas as subregioes retangulares fechadas que estdo completamente contidas em
D constitui uma particao interior P de D. Se se representar essas subregioes
por Dy, Dy, -+, D,, essa particdo interior de D denota-se por {Dy}.
o O comprimento da maior diagonal de todas as subregides Dj, é a norma || P| da
particao.
e A area de cada subregiao Dy é dada por AA, = AxpAyy.
Se para cada k se escolher um ponto arbitrario (ug,vx) em Dy entdo, pode-se definir
as somas de Riemann como se segue:

Defini¢ao 88. Soma de Riemann

Seja f (z,y) uma fungdo real de duas varidveis reais definida num dominio D e seja
P = {Dy,} uma partigdo interior de D. Chama-se soma de Riemann de f para P
a qualquer soma da forma

Zf (ug,v) ANAg = Zf (ug, vg) Az Ay (5.5)

k k

em que (ug,vy) é um ponto de Dy, e AAy, é a drea de Dy.

Definigao 89. Integral duplo e dominio de integragao

Seja f uma funcdo continua de duas varidveis definida num dominio D. Chama-se
integral duplo no dominio D (ou regiao de integragdo D) a

//Df(x,y)dA = lim Zf(uk,vk) NAy (5.6)

—0
llpll=0 £=

desde que o limite exista; D chama-se dominio de integracdo e f, funcao integranda.
O diferencial dA designa-se elemento de drea, dA = dzdy = dydz.
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5.1.2.2. 22 Caso - regides quaisquer

Definigao 91. Dominio do tipo I em R?

Chama-se dominio do tipo I em R? (D, ou regular segundo o eixo das ordenadas)
a regiao definida por

D, ={(z,y) eR?:a<z<bA fi(z) <y<fole)} (5.10)

onde fi(x) e fa(x) sdo fungdes continuas Vo € [a,b] C R com fi (z) < fa (x) e onde
qualquer reta vertical contida em D interseta f; e fo apenas uma vez.

Y y2zf2(l')

y1 = fi(z)
a p

Figura 5.3.: Dominio D, ou tipo I - regiao projetada sobre o eixo das abcissas.

Teorema 29. Seja D um dominio (regiao) do tipo I, limitada pelos grdficos f1 e fo.
Admitindo-se que a funcgdo f estd definida e limitada em D e que € continua mo seu

interior, entdo o integral duplo // f (z,y)dA existe e pode ser calculado mediante
D

integracdo uni-dimensional iterada
b f2(@)
J[ r@waa= [\ [ ey ao (5.11)
D a f1(z)

Escrever os limites de integragdo a considerar no integral // f(z,y) dydz, sendo D
D

Exemplo 98.

a regido limitada pela parabola y? = z e reta y = x — 2.

Por projecao sobre o eixo das abcissas, isto é, fixando a varidvel z, tem-se que o
dominio de integracdo pode ser dividido em duas regioes do tipo I. As curvas que
limitam superiormente e inferiormente cada regido tém que ser fungoes em x, por
isso, tem-se y? = x < y = /7.

Y
A y=x—2 I z:y2/\y:x—2

_ 2

Y=z z=(x—2)
22 —5x+4=0
> r=1Vzx=4

y— /Olff;f(w,y)dydw+/14/mff(w,y)dydx
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(continuagdo)

e Determinagao dos pontos de interse¢ao das curvas que vao permitir encontrar
as diferentes subregioes de D.

ILi: 2z=3—22 I3: 2x=—-2x
0=22+2x-3 x=0 15(0,0)
x=-3 V =1 I(1,2) Iy: 2zx=-1

I: —2x=3—22 x:—% I4(f%,—1)
0=22—2z—3 Is: —2zx=-1
r=3 V z=-1 I)(-1,2) z=1 I5 (3,-1)

e Percorrendo D segundo “fatias elementares” verticais, constata-se existirem 4
subregioes D, isto é, do tipo I

I3

Iy Is

y= =l

pelo que, a expressao integral estendida a toda a regiao de integracgao é

0 ,3—a? 13—z 2z 1 2
// dxdy = / / dydx+ / / dydm—i— / / dydx+ / / dydx
D —1J -2z 0 Jox 1/ o J-1

e Termina-se com o calculo do integral

/ / dyd“ / /2 dydx+ / ) _Mdydx—i- / / _2””dydx
:/_1[] 2 dm+/ [yl5, " dm+/_0[] dx+/ =2 da

%
0 1 0
:/ (3—x2+2x)d$+/(3—x2—2x)d:r—|—/ (2x + 1) dz+
0

1
1 -1

1
—i—/2 (=22 +1)dx
0

:[33:—%3—1—1‘2}0_14— [Sw—f—xg]o—l— [332—1—33}(1%—!— [—xz—l—x]é
=[0-(=3+5+ )]+ [B-35-D]+[0-G-3)]+[(-5+3) -0

23
6
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5.1.3. Interpretacao geométrica do integral duplo

Seja S o grafico de uma fungdo continua f tal que f (z,y) > 0, V(z,y) € D. Seja Q
o soélido situado abaixo de S e sobre D.

Se Py (ug, vk, 0) é um ponto na sub-regido Dy duma parti¢do interior P de D, entdo
f (ug, vx) corresponde & distancia do ponto By em S ao plano xOy.

t

(a0
\FR>s PRY)

Figura 5.5.: Significado geométrico dos termos de um integral duplo.

Desta representacao conclui-se que a area da regiao D é dada por

A://Ddzdy (5.14)

O produto f (ug,vr) AAg (ou, equivalentemente, f (ux,vy) AxpAyg) corresponde ao
volume do prisma de base retangular de drea AAjy e altura f (ug,vg). A soma dos
volumes de todos os prismas traduz uma aproximagao do volume de V de Q.

Zh ZA
. 2= f(z,y) 2= f(z,y)
k
S S
x Dy, T
A Az Yy )

Figura 5.6.: Interpretacao geométrica do integral duplo.

Uma vez que esta aproximagado é tanto melhor quanto mais reduzida é a norma da
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5.2. Areas de superficies

Seja f (z,y) uma funcio real de duas varidveis reais, com derivadas parciais continuas
em D e f(z,y) > 0,V(x,y) € D. Seja S a por¢do da representacio grafica de f,
cuja projegdo sobre o plano Oy é D e P = {D;} uma parti¢do interior de D onde as
dimensoes do retangulo D; sdo Ax; e Ay;. Seja, ainda, (z;,y;,0) um ponto em cada
retdngulo D; e B; = (x4, y:, f (zi,y;)) um ponto correspondente em S.

plano tangente

z = f(x,y)

B; = (xi,yi, %)

wl

i Y (2i,:,0)

Figura 5.11.: Particdes de uma superficie.

Considere-se o plano tangente a .S no ponto B; e At; a area do paralelogramo contido
neste plano tangente e cuja projecao sobre o plano xOy é o retangulo D;. Seja o
ponto (x;,9;,0) do vértice do retdngulo D; mais préximo da origem e sejam @ e ¥
vetores que emergem do ponto B; e que se apoiam nos dois lados do paralelogramo
anteriormente considerado.

B; = (xi,yi, 2i)

N
%

s At;

Y
<

T /_* ) AT;

(xivyh 0) AyZ

Figura 5.12.: Determinacao da area de um elemento da superficie.
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g2 (x)

Figura 5.14.: Dominio de tipo I - regiao projetada sobre o plano xQOy.

Se Doy ¢ uma regido fechada do tipo I ou do tipo II em R? ou subordindvel em
regides desses tipos e se f é uma fungdo continua em W, entdo a nogdo de integral
iterado também se pode estender aos integrais triplos pelo que, se f é ai integravel

fica
f2(z,y)
// f(z,y,2) dedydz = // / f(z,y,2)dz| dedy (5.30)
w DzOy f1(w,y)

Assim, por exemplo, se Do, ¢ uma regido do tipo I em R? onde g;(z) < y < go(x)
e a <y < b tem-se o integral totalmente iterado com a seguinte forma

g2(z) pfa(= y)
// f(z,y,2 dmdydz—/ / / (z,y, z) dzdydx (5.31)
g1(z) J fr(z,y)

De seguida apresentam-se os restantes dominios do tipo II e III em R?, mantendo-se
0 mesmo processo de resolucao iterada ao ja apresentado para os dominios do tipo I.

Defini¢ao 97. Dominio do tipo II em R3

Chama-se dominio do tipo IT em R3 A regido
W ={(z,y,2) €R®: (x,2) € Dyo- A g1 (2,2) <y < go(x,2)} (5.32)

onde D, o, é a regido do plano correspondente a projecdo de W sobre o plano 2Oz,
g1 € go sdo fungdes continuas em Do, e tem-se g (z,2) < g2 (z,2), Y(x,2) € Dyo..
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Neste caso, é mais facil fixar primeiro o y

2 y—3
z// dzdy

b)D={(z,y) eR?: 22 +y? <4 Ay<2—z Ay<2+az}

r+y=3

Y
y=2+4+z

Neste caso, é mais facil fixar primeiro o x

24x
N A= / / dydx—l—/ / dydx
Vi—z2 Va—zZ

o) D={(z,y) eR?:a? +y> <2 A y >a?}

2 2:2
1 {zjxyz & PPty -2=0& y=1& z==+1

Neste caso, € mais facil fixar primeiro o x

1 V2—1z2
= / / dxdy
-1 Jz2

Exercicio 51.

Calcule a area plana representada a sombreado

2)

Neste caso, é mais facil fixar primeiro o y
— y—O@y—2\/y——2

B [ [
/ 7

= =/_2(— )dy—[‘ly—frz:?
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(2) (h)
Yy
y“
(1): p=1—sin(6) (1): p = 3 + cos (20)
(2) : p=cos(0) (2):p=3

7S
Dot
)

v a

(1) : p*> = 8cos (26) (1): p=3+2cos (0
(2):p=2 (2):p=2
(k) 1)
)
Y

(1) : circunferéncia C (0,0), r =1
(2):p=1 (3) : circunferéncia C (1,0), r =1

(4) : p=2cos(20)
5. Calcule a drea das seguintes superficies

a) esfera 22 + 9% + 22 =4
b) esfera 22 4+ y? + 22 = 4 contida entre z > 0 e os cilindros 1 < 22 4+ y? < 4
¢) paraboloide z + 1 = 22 + y? contido no cilindro 2% +y? =1
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6. Calcule os volumes dos segintes s6lidos

(a)

T

Planos coordenados

z+y+z=1

Planos coordenados

r+y=1
r+y+z2=3

r=0ey=0
r+y=1
r+2y=4
z=2ez=-1

/

y
x
Planos coordenados
r+y+z=1
y=73
z
T Yy
Planos coordenados
y=4
3r+4z =12
V4
Yy

2z —y=4
z=1
r=—-1lex=3

y=0ey=2

327
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Conicas

Uma cénica ou sec¢do conica é o lugar geométrico definido pela interse¢do de um cone
com um plano. Na figura A.1 ilustram-se algumas curvas resultantes da intersecao de
um cone com diferentes planos.

Figura A.1.: Secgdes cénicas. De cima para baixo e esquerda para direita: parabola,
elipse, circunferéncia e hipérbole, respetivamente.

A equacédo geral de uma cénica é

Az* 4+ Bxy+Cy* + Dz + Ey+F =0 (A.1)

com A, B,C,D,E,Fe R e A, B e C' ndo simultaneamente nulos.
O tipo de cénica pode ser identificado a partir do pardmetro B? — 4AC.
Assim, se

e B2 —4AC < 0 a equacio A.l representa uma elipse

e B? — 4AC = 0 representa uma pardbola

e B? —4AC > 0 representa uma hipérbole

Os casos mais simples sdo aqueles em que os eixos de simetria sdo paralelos aos eixos
coordenados. Nestes casos, a equagdo A.1 assume representacoes simplificadas, cujos
parametros tém significado geométrico de simples interpretacdo. Nos restantes casos
tém-se cénicas com eixos de simetria rodados em torno do seu centro ou conicas
degeneradas.

De seguida apresentam os casos mais simples, isto é, equagoes das cénicas com eixos
de simetria paralelos aos eixos coordenados.
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